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内 容 提 要 


Riemann 几何 是 Gauss 上 古典 曲面 论 的 自然 推广 ,是 现代 微分 
几何 的 重要 基础 . 

本 书 内 容 包 括 Riemann 度量 ,Levi-Civita 联络 ,曲率 张 量 , 测 
地 线 ,指数 映照 ,完备 性 ,Jacobi 场 和 共 斩 点 ,等 距 和 全 测 地 子 流 
形 ,Cartan-Hadamard 定理 ,空间 形式 , 测 地 线 的 第 一 、 第 二 变 分 公 
式 及 其 应 用 (如 Bonnet-Myers 定理 ,Weinstein 定理 等 ) ,Morse 形 
式 与 Morse 指标 定理 , 割 迹 与 单 射 半径 ,比较 定理 ,体积 与 体积 比 
较 定 理 等 内 容 ,涵盖 了 经 典 “ 整 体 黎 曼 几 何 " 的 基本 内 容 . 这 些 内 容 
可 供 已 经 学 过 微分 流 形 基 础 的 学 生 学 习 . 

本 书 可 作为 数学 专业 研究 生 教材 ,也 可 供 高 等 学 校 数学 系 及 
物理 系 本 科 生 ,研究 生 及 有 关 科研 人 员 参 考 . 


序 言 


作者 从 1988 年 开始 为 复旦 大 学 数学 研究 所 研究 生 讲授 “ 黎 曼 几 何 ” 课 程 , 迄 
今 已 有 10 余 次 . 

美国 加 州 大 学 Berkeley 分 校 伍 鸿 申 教 授 ,于 1984 年 夏天 ,在 北京 大 学 举办 
的 暑期 教学 中 心 讲 授 微分 几何 . 后 来 根据 他 的 讲稿 ,整理 成 书 4 黎 曼 几何 初步 》， 
由 北京 大 学 出 版 社 出 版 .开始 ,我 的 课程 完全 按 该 书 前 11 节 内 容 讲 解 . 后 来 , 根 
据 学 生 的 接受 程度 和 本 人 在 讲课 中 的 体验 , 慢 慢 地 ,在 内 容 取舍 、 次 序 安排 .定理 
的 证 明 方法 等 方面 都 有 所 改变 ,形成 现在 的 《 黎 曼 几何 讲义 》. 全 书 正文 为 15 节 . 
由 于 本 课程 是 在 “微分 流 形 " 的 基础 上 开设 的 ,在 付 梓 的 时 候 , 又 在 书后 加 了 长 长 
的 一 市 附录 ,介绍 “微分 流 形 ” 的 基本 概念 ,以 利 读 者 在 学 习 Riemann 几何 时 查 
阅 . 本 书 习 题 不 多 ,其 实 , 其 中 有 些 内 容 , 在 我 的 课程 中 原来 就 是 习题 或 考题 , 现 
在 也 一 并 写 在 书 中 了 . 限于 作者 的 学 术 水 平 , 书 中 难免 有 欠 逐 甚至 错误 之 处 , 恩 
请 读者 伏 正 . 

本 讲义 从 Riemann 流 形 的 定义 开始 ,在 充分 研究 测 地 线 的 基础 上 ,再 用 测 
地 线 作 为 工具 ,探讨 Riemann 流 形 的 几何 性 质 ,直到 各 种 “比较 定理 ”, 涵 盖 了 经 
典 “ 整 体 Riemann 几何 ”的 基本 内 容 . 这 些 内 容 供 一 个 学 期 50 一 60 学 时 讲授 . 本 
课程 是 为 基础 数学 专业 的 硕士 研究 生 开设 的 学 位 课程 . 对 几何 方向 的 学 生还 需 
要 有 后 续 课程 ,如 “Riemann 几何 续 论 ”,“ 子 流 形 理论 ”等 课程 ,才能 逐步 进入 研 
究 领 域 . 近年 来 由 于 微分 几何 的 影响 越 来 越 大 ,也 有 很 多 应 用 数学 专业 、 理 论 物 
理 专业 的 研究 生 旁听 或 正式 修学 本 课程 . 

笔者 在 读 大 学 的 时 候 开 始 学 习 Riemann 几何 . 那 是 1962 年 , 苏 步 青 先生 亲 
自 为 我 们 讲授 一 学 年 的 课 . 教材 是 油印 讲义 ,内 容 基 本 取 自 L. P. Eisenhart 的 
Reimannian Geometry 一 书 . 这 是 用 张 量 分 析 写 成 的 经 典 Riemann 几何 的 书 . 这 
几 十 年 来 ,Riemann 几何 有 很 大 发 展 , 学 科 格 调 也 有 极 大 的 改变 . 但 是 ,笔者 很 怀 
念 早年 的 学 习 生 活 和 苏 先生 言传 身 教 的 崇高 风范 . 

复旦 大 学 出 版 社 范 仁 梅 女士 多 次 与 作者 联系 ,热心 接洽 ,这 才 促 成 本 讲义 的 
出 版 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 . 


忻 元 龙 
2010 年 6 月 于 复旦 大 学 
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1 3 言 


微分 几何 的 发 展 ,起 初 与 微 积分 的 发 展 是 同步 的 . 当时 ,有 很 多 重要 的 数学 
家 用 微 积 分 解决 了 很 多 几何 问题 . 在 Gauss 之 前 ,代表 人 物 是 L. Euler， 
G. Monge, J.L. Lagrange, 但 是 最 重要 的 是 德国 大 数学 家 C. F. Gauss. 他 是 数学 
中 的 全 才 , 他 的 数学 研究 几乎 遍及 数学 的 所 有 领域 ,在 数论 .代数 、 非 欧 几 何 、 复 
变 函 数 .微分 几何 等 领域 都 做 出 开创 性 的 贡献 . 他 在 1827 年 时 出 版 了 一 本 书 , 叫 
《曲线 与 曲面 的 一 般 研究 )" . 他 这 本 书 的 出 版 一 般 被 认为 是 微分 几何 作为 独立 
学 科 的 开始 . Gauss 当时 担任 天 文 台 的 台 长 ,所 以 通常 认为 他 的 几何 工作 与 天 文 
的 发 展 和 大 地 测量 等 实际 问题 是 有 关系 的 . 大 学 课程 念 的 微分 几何 内 容 基 本 上 
就 是 Gauss 那个 时 候 的 理论 和 结果 . 

从 微分 几何 发 展 的 历史 来 讲 , 在 Gauss 以 后 ,在 19 世纪 ,最 重要 的 当 属 C. 
F. Riemann 和 下 .Klein ,他 们 都 是 德国 数学 家 . 德国 的 制度 是 这 样 的 , 拿 了 博士 
学 位 以 后 ,不 能 马上 当 教授 ,做 教授 要 有 教授 资格 ,要 做 一 个 报告 .Riemann 那 时 
到 哥 廷 根 大 学 去 做 教师 资格 报告 i. 他 给 了 几 个 题目 ,后 来 委员 会 选 了 最 后 的 
题目 . 他 在 1854 年 的 那个 演讲 ,实际 上 标志 Riemann 几何 的 开始 . Riemann 几 
何 是 曲线 曲面 论 的 质 的 发 展 . Gauss 研究 的 是 3 维 欧 氏 空间 的 曲线 曲面 的 性 质 . 
Riemann 先 把 几何 对 象 推广 到 高 维 , 更 重要 的 是 ,他 把 Gauss 曲面 论 中 内 香 的 
几何 性 质 和 外 在 的 几何 性 质 分 开 来 了 . 

考虑 在 民 中 的 曲面 ,参数 方程 为 zx’ == x'(u, v), zx' 表示 在 三 维 空间 中 的 位 
置 向 量 , 据 此 可 决定 曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 . 第 一 基本 形式 通常 
写成 

ds’ = Edu’ + 2Fdudv 二 Gdv. 
第 一 基本 形式 反映 了 曲面 上 邻近 两 点 曲线 的 长 度 . 第 二 基本 形式 记 成 
Ldu’ + 2Mdudv 十 Ndv, 


由 曲面 在 空间 的 位 置 决定 ,反映 了 曲面 在 空间 的 状态 ,平面 与 柱 面 的 第 一 基本 形 
式 一 样 ,但 其 第 二 基本 形式 不 一 样 . Riemann 在 Gauss 曲面 论 的 基础 上 ,将 由 曲 
面 的 度量 所 决定 的 性 质 与 曲面 放 在 高 维 欧 氏 空间 中 ,这 两 个 事情 区 分 开 来 . 在 曲 
面 第 一 基本 形式 基础 上 ,对 n 维 空 间 , 也 能 定义 它 的 度量 形式 


2 和 歼 曼 几何 讲义 
ds = gj dzidz， 

它 决定 了 维 空间 的 度量 性 质 , 这 个 度量 称 为 Riemann 度量 . 对 一 个 ” 维 流 形 ， 
有 了 度量 ,就 构成 了 Riemann 流 形 . Riemann 的 想法 反映 了 人 类 对 空间 形式 的 
了 解 比 以 前 有 了 进一步 的 深化 . 最 简单 的 例子 可 以 考虑 平 环 . 恨 关 于 整数 2 的 
商 空间 是 柱 面 ,再 取 整 数 Z 的 商 空间 就 得 到 环 面 三 . 利用 民 中 的 度量 可 以 定义 
环 面 中 的 度量 , 它 的 度量 跟 飞 是 局 部 一 样 的 . 所 以 存在 紧 致 的 二 维 曲 面 ,在 每 一 
点 的 曲率 为 0. 在 Gauss 的 R: 中 的 曲面 论 中 不 可 能 研究 这 样 一 种 空间 形式 . 
Riemann 就 在 这 个 著名 演讲 中 提出 了 Riemann 几何 . 整个 演讲 只 有 一 个 公式 . 这 
个 公式 是 怎样 写 出 来 的 ,直到 现在 还 是 个 谜 . 他 给 了 一 个 曲率 等 于 一 1 的 曲面 的 
二 次 形式 . 这 也 就 是 通常 所 谓 的 双 曲 空间 744: 的 Poincare 模型 . Riemann 几何 将 
Lobachevsky 的 非 欧 几何 纳入 自己 的 轨道 . 

在 Gauss 以 后 对 几何 发 展 有 影响 的 另外 一 个 人 就 是 F. Klein. 他 在 1872 年 
提出 了 Erlangen 计划 ,认为 空间 的 几何 性 质 是 由 群 来 决定 的 . Riemann 和 Klein 
分 别 对 几何 某 一 方面 的 深刻 理解 ,把 几何 学 推 向 进一步 发 展 . 一 个 认为 几何 和 度 
量 有 关 ,一 个 认为 几何 和 群 有 关 , 而 把 这 两 者 统一 起 来 的 ,就 是 法 国 大 数学 
家 E. Cartan. 

在 Riemann 几何 提出 以 后 ,有 很 多 发 展 ,这 个 发 展 主 要 是 以 Ricci 为 代表 的 
意大利 几何 学 派 ,为 了 发 展 Riemann 几何 ,他 们 研究 Ricci 的 张 量 分 析 , 但 计算 
很 复杂 . 用 张 量 分 析 研 究 Riemann 几何 ,开始 时 在 整个 数学 界 影响 并 不 大 ,一 方 
面 它 比较 繁 , 另 一 方面 它 跟 其 他 学 科 的 关系 也 不 太 大 . 

在 Einstein 发 表 了 狭义 相对 论 以 后 ,用 了 ?7 年 时 间 , 才 建立 了 广义 相对 论 . 
这 除了 物理 上 时 空 概念 的 理解 困难 ,还 有 另外 一 个 困难 就 是 几何 的 原因 .通常 几 
何 性 质 跟 坐 标 没 有 关系 . 他 要 发 展 他 的 广义 相对 论 , 就 要 找到 一 种 数学 方法 ,这 
是 与 通常 不 一 样 的 数学 方法 ,他 找到 了 张 量 分 析 . Einstein 在 一 篇 论文 中 说 :为 
什么 建立 广义 相对 论 又 用 了 7 年 时 间 呢 ? 其 主要 原因 是 :要 摆脱 坐标 必须 有 直 
接 的 度量 意义 这 个 旧 概 念 是 不 容易 的 .Riemann 几何 一 下 子 就 热 起 来 ,差不多 搞 
相对 论 理论 物理 的 人 都 要 学 几何 .年 代 久 一 点 的 Riemann 几何 的 教科 书 出 版 于 
20 世纪 20 年 代 , 都 是 用 张 量 分 析 作 为 工具 写 的 . 广义 相对 论 促进 了 这 些 书 的 出 
版 ,理论 物理 对 几何 的 影响 相当 大 . 

Riemann 几何 的 性 质 跟 一 点 附近 的 度量 有 关 , 男 外 ,几何 性 质 跟 群 联系 在 一 
起 ,将 这 两 者 结合 起 来 ,并 且 在 更 高 的 水 平 上 面 统 一 起 来 ,是 从 E. Cartan 开始 
的 . Cartan 是 法 国 的 大 数学 家 . 从 他 开始 把 几何 的 整个 性 质 建立 在 微分 流 形 纤 
维 从 的 基础 上 . 纤维 从 上 有 群 , 研 究 向 量 从 有 度量 ,这 样 就 把 群 的 概念 跟 度 量 的 
概念 完全 统一 起 来 . 当然 ,Cartan 还 发 展 了 活动 标 架 法 ,继承 发 展 了 G. Darboux 


的 工作 , 且 在 Klein 观点 影响 下 进一步 研究 齐 性 空间 的 微分 几何 ,他 在 对 Lie 群 
Lie 代数 研究 的 基础 上 ,把 对 称 空间 进行 了 分 类 . 

以 前 的 Riemann 几何 实际 上 是 研究 局 部 性 质 ,研究 Riemann 流 形 一 点 附近 
的 性 质 , 并 不 考虑 空间 的 整体 性 质 . 整体 Riemann 几何 一 方面 有 它 的 需要 , 另 
外 ,拓扑 学 的 发 展 为 它 创造 了 条 件 . 

1943 年 前 后 ,陈省身 先生 在 Princeton 期 间 ,为 整体 微分 几何 发 展 作 出 了 本 
出 的 贡献 . 现在 我 们 看 一 下 曲面 , 它 上 面 有 度量 ,也 就 有 Gauss 曲率 开 , 如 果 曲 
面 是 紧 的 话 ,就 可 以 在 整个 曲面 上 对 Gauss 曲率 积分 . 不 管 曲 面 上 的 度量 怎么 
样 ,一 个 曲面 上 不 一 定 只 有 一 个 度量 ,还 可 以 有 另外 一 个 度量 , 换 了 度量 以 后 ,天 
也 就 变 了 ,但 积分 与 曲面 的 度量 无 关 . 这 就 得 到 Gauss-Bonnet 公式 . 

对 高 维 Riemann 流 形 ,曲率 可 以 推广 , 称 为 Riemann 曲率 张 量 ,被 积 函 数 是 
由 曲率 张 量 组 成 的 很 复杂 的 代数 式 子 ,这 个 式 子 在 整个 流 形 上 的 积分 ,应 该 等 于 
这 个 流 形 拓扑 不 变量 . 陈 先 生 到 Princeton 的 时 候 , 当 时 也 有 证 明 , 但 那个 证 明 
叫 外 在 的 证 明 . 要 把 Riemann 流 形 戏 入 在 适当 高 维 的 欧 氏 空间 中 去 ,作为 子 流 
形 骨 来 研究 . 前 文中 已 谈 到 , Riemann 的 贡献 ,就 是 证 明 曲 面 本 身 的 性 质 跟 曲 面 
在 某 个 外 围 空间 没有 关系 . 当时 得 到 的 证 明 是 外 在 证 明 , 陈 先生 到 Princeton 的 
时 候 , 大 家 都 希望 一 个 内 蕴 的 证 明 , 跟 流 形 怎 么 放 到 外 围 欧 氏 空间 中 没有 关 
系 ,他 证 明了 .这 是 陈 先生 的 一 个 重要 的 非常 漂亮 的 工作 . 后 来 这 个 公式 称 为 
Gauss 一 Bonnet 一 陈 公 式 司 ， 

陈 先生 在 这 个 基础 上 ,又 发 展 了 示 性 类 理论 , 即 著名 的 “陈省身 示 性 类 ”， 
简称 为 陈 类 . 陈 类 不 仅 在 微分 几何 中 很 重要 ,在 代数 几何 ,甚至 数学 物理 .理论 物 
理 中 都 很 重要 ,已 成 为 现代 科学 中 的 基本 概念 . 从 E. Cartan 以 后 ,几何 的 发 展 跟 
拓扑 学 走 在 一 起 ,进一步 朝 那个 方向 发 展 ;还 有 指标 理论 ,都 是 研究 局 部 不 变量 
的 与 整体 不 变量 之 间 的 关系 . 用 拓扑 公理 化 办 法 也 可 以 定义 示 性 类 .但 用 几何 的 
方法 的 好 处 是 便于 计算 . 

上 世纪 留 下 的 一 个 大 问题 是 Henri Poincaré 在 1904 年 提出 的 所 谓 
Poincaré 猜想 . 2 维 流 形 或 曲面 的 拓扑 早 在 19 世纪 就 已 经 清楚 了 . 对 紧 曲 面 可 
定义 一 个 亏 格 g, 取 值 于 非 负 整 数 ,直观 上 亏 格 可 理解 为 洞 的 个 数 , 所 有 的 曲面 
可 用 亏 格 分 类 . 高 维 的 相应 问题 要 困难 得 多 . 这 种 流 形 最 基本 的 是 3 维 单位 球 
面 . Poincaré 注意 到 2 维 球面 区 别 于 其 他 曲面 的 特点 在 于 球面 上 每 条 简单 闭 曲 
线 都 可 以 在 球面 上 连续 地 形变 收缩 到 一 点 . Poincare 提出 3 维 时 的 相应 问题 :车 
一 个 光滑 3 维 紧 流 形 具 如 下 的 性 质 : 这 个 流 形 中 的 每 条 简单 闭 曲 线 可 以 连续 地 
收缩 为 一 个 点 , 它 同 肛 于 球面 吗 ? 

他 以 很 高 的 预见 性 评论 道 : 但 是 , 离 我 们 解决 这 个 问题 还 相当 遥远 . 20 世纪 
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50 年 代 末 60 年 代 初 ,出现 了 一 批 惊人 的 成 果 . 人 们 发 现实 际 上 ,高 维 流 形 的 研 
究 比 3 维 流 形 要 容易 . 1960 年 ,S, Smale 证 明了 5 维 以 上 的 Poincaré 猜想 ;20 年 
以 后 ,M. Freedman 证 明了 4 维 Poincaré 猜想 . Smale 和 Freedman 都 是 Fields 
奖 获得 者 .给 定 一 个 光滑 3 维 流 形 , 它 上 面 所 有 的 Riemann 度量 构成 一 个 无 限 
维 空间 , Richard Hamilton 提出 一 个 研究 Ricci 流 , 即 研究 微分 方程 的 方法 . 换 句 
话说 ,度量 随时 间 变 化 . 这 是 抛物 型 方程 . 人 们 期 望 像 热传导 问题 一 样 ,对 基本 和 群 
有 限 的 3 维 流 形 , 正 曲率 会 沿 着 Ricci 流 逐 渐 扩散 , 流 形 会 有 常 曲率 . Hamlton 
在 很 特殊 情形 证 明了 猜想 :如 果 从 一 个 正 Ricci 曲率 的 3 维 流 形 出 发 . 但 对 一 般 
情形 会 遇 到 严重 困难 ,这 个 流 会 趋 于 一 个 奇 点 . 2003 年 ,Grisha Perelman 在 网 
上 贴 出 了 几 篇 论文 ,解决 了 Hamilton 方案 中 的 困难 . 

我 们 再 考虑 几何 和 分 析 的 关系 . 看 极 小 曲面 问题 . 比利时 物理 学 家 J. Plat- 
eau 在 1847 年 提出 下 列 问 题 : 用 一 铜 丝 ,任意 弯 成 一 条 封闭 的 空间 曲线 ,将 其 放 
在 肥皂 液 中 ,然后 把 它 轻 轻 取出 来 ,肥皂 液 以 铜 丝 为 边界 , 张 成 一 个 薄膜 表面 , 问 
数学 上 怎样 来 描述 这 一 现象 . 首先 这 个 问题 很 麻烦 ,麻烦 的 地 方 是 问题 很 难 归 结 
成 数学 能 做 的 形式 . 一 直到 1930 年 ,这 个 问题 由 美国 的 Douglas 和 Rado 解决 
了 .这 使 Douglas 和 Ahlfors 共 获 得 1936 年 的 第 一 次 Fields 奖 . 实际 上 ,在 民 中 
给 定 一 条 Jordon 曲线 ,以 它 为 边界 的 曲面 的 拓扑 性 质 可 以 很 复杂 . 实际 上 ,他 们 
做 的 是 圆 盘 拓扑 型 ,并 且 做 的 是 广义 极 小 曲面 ,在 某 一 点 度量 可 能 退化 ,还 有 浸 
入 的 自 相 交 问 题 .不管 怎么 样 ,他 们 把 Plateau 问题 向 前 推进 了 一 大 步 . 

由 于 近 几 十 年 偏 微分 程 的 发 展 ,使 得 几何 中 的 很 多 问题 得 到 了 解决 ,以 丘 成 
桐 为 代表 . 他 解决 了 很 多 重要 问题 ,于 1983 年 获得 Fields 奖 . 例如 ,他 解决 了 
Calabi 猜想 , 即 紧 Kaehler 流 形 上 每 一 个 陈 类 一 定 可 用 某 一 个 Kaehler 度量 的 
Ricci 形式 表示 . 这 是 个 存在 性 问题 ,可 化 为 Monge-Ampere 方程 . Calabi 猜想 的 
解 就 是 方程 整体 解 的 存在 性 问题 . 它 揭示 了 Kaehler 流 形 上 拓扑 结构 、 复 结构 和 
度量 结构 之 间 的 深刻 关系 , 从 而 促成 很 多 困难 问题 的 解决 站. 又 如 ,他 和 
R. Schoen 合 作 ,解决 了 广义 相对 论 中 的 正 质量 猜想 ,是 利用 极 小 曲面 的 方法 解 
决 的 : 扫 . 从 几何 上 来 讲 , 它 和 正 数量 曲率 度量 的 存在 性 密切 相关 , 这样 ,就 发 展 
起 来 几何 分 析 . 丘成桐 由 于 在 几何 分 析 领域 的 杰出 贡献 ,以 及 他 在 几何 和 物理 的 
多 个 领域 产生 的 深刻 而 引 人 注 目的 影响 而 荣获 2010 年 度 的 Wolf 奖 . 同时 获得 
Fields 奖 和 Wolf 奖 这 两 项 国际 数学 界 最 高 奖项 的 数学 家 是 屈指 可 数 的 . 

几何 与 物理 之 间 的 关系 ,正如 前 面 提 到 的 ,Riemann 几何 从 少数 数学 家 的 书 
斋 走 向 科学 界 ,当归 功 于 Einstein 广义 相对 论 . 理论 物理 对 几何 的 影响 还 表现 在 
Yang-Mills 方程 .1954 年 ,杨振宁 在 Princeton ,他 们 想 推广 Maxwell 方程 ,提出 
了 Yang-Mills 方程 2 . 从 几何 角度 来 看 ,Yang-Mills 理论 与 几何 中 纤维 从 理论 


有 关系 ,但 物理 学 家 并 不 知道 纤维 从 理论 . 在 联络 论 中 没有 Yang-Mills 泛 函 . 后 
来 Yang-Mills 得 到 了 这 个 泛 函 . 数学 家 回 过 来 看 ,的 确 感 到 这 个 这 函 很 有 道理 . 
对 流 形 上 的 向 量 丛 ,有 了 联络 就 有 曲率 . Yang-Mills 泛 函 实际 上 是 曲率 模 长 的 
积分 . 它 是 定义 在 联络 空间 上 的 , 它 的 自 变量 是 联络 . 当 联 络 变 的 时 候 曲 率 也 变 
了 , 泛 函 值 也 变 了 . Yang-Mills 场 就 是 这 个 泛 函 的 临界 点 . 临界 点 不 一 定 是 最 小 
点 .物理 学 家 感 兴趣 的 是 真正 意义 上 的 极 小 点 , 称 为 瞬 子 解 . 后 来 研究 瞬 子 解 的 
全 体 ,Donaldson 9 发 现 它 构成 一 个 流 形 . 对 这 个 流 形 的 研究 就 得 到 原来 这 个 流 
形 的 很 多 性 质 . 这 就 是 所 谓 低 维 拓扑 中 的 分 析 方 法 ,Donaldson 得 到 这 个 结果 是 
站 在 巨人 的 肩膀 上 的 ,是 建立 在 Atiyah 关于 Yang-Mills 场 重要 贡献 的 基础 上 . 

几何 的 发 展 一 直 处 在 数学 发 展 的 核心 地 位 ,为 很 多 大 数学 家 所 关注 . 也 由 于 
空间 的 几何 性 质 密切 关系 到 人 类 对 时 空 的 认识 ,所 以 几何 的 发 展 也 受到 物理 学 
家 的 密切 关注 . 从 另外 一 方面 来 看 ,几何 的 问题 比较 简洁 ,问题 的 目标 很 明确 , 问 
题 不 是 人 为 想 出 来 的 ,是 自然 的 . 这 就 需要 运用 数学 的 综合 知识 ,才能 够 把 它 彻 
底 解决 . 几何 的 问题 都 是 非 线 性 的 ,到 现在 为 止 ,人 类 对 非 线 性 现象 的 认识 还 是 
很 不 够 ,所 以 ,几何 的 研究 ,几何 的 进一步 发 展 将 推动 人 类 对 非 线 性 现象 认识 的 
发 展 . 

从 微分 几何 的 发 展 可 见 ,Riemann 几何 处 于 重要 的 地 位 ,很 多 重要 问题 与 此 
密切 相关 . 作为 微分 几何 方向 硕士 研究 生 的 专业 基础 课 , 本 课程 介绍 Riemann 
几何 的 基本 概念 和 方法 ,从 而 为 学 生 进 一 步 深 造 和 学 习 相 关 学 科 葛 定 基础 . 


2 了 Riemann 度量 


设 M 是 一 个 m- 维 光滑 流 形 . 对 每 点 p € M, 在 点 p 的 切 空间 TM 上 定义 
一 个 对 称 正定 双 线 性 形 (。 ,* ). 这 个 对 应 在 下 列 意 义 下 是 光滑 的 :存在 点 p 附 


近 的 坐标 邻 域 U, 它 的 坐标 是 (x! ，…,， xz"). 以 2 i 二 1，…，m, 表示 坐标 曲 


线 的 切 向 量 . 定义 它们 间 的 内 积 为 g 一 《 光 ;， 隐 5; 》. 光滑 性 意味 着 所 有 g, 在 


U 中 是 光滑 的 . 这 就 在 M 中 定义 了 Riemann 度量 ,从 而 它 成 为 一 个 Riemann 
流 形 . 

gy 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 . 例如 ,在 欧 氏 空间 区 中 ,通常 的 平坦 度量 在 Des- 
cartes 坐标 系 {x!, zx?, zx’ 中 为 g; = 6; ,但 是 在 柱 面 坐 标 {r, 9, z| 中 或 球面 坐 
标 {p, 9, 由 中 ,对 应 的 gj 改变 了 .我 们 注意 到 二 次 微分 形式 . 


ds = gi dz'dx’ 


不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 , 它 称 为 度量 形式 或 Riemann 度量 . ds 是 无 穷 小 曲线 
的 长 度 ,也 称 为 线 素 . 上 式 中 ,指标 i, 7 都 是 重复 指标 ,表示 在 它 的 取 值 范围 内 作 
和 ,这 里 将 作 和 记号 省 略 了 . 在 文献 中 ,通常 称 为 Einstein 和 式 约定 . 本 书 中 应 用 
这 个 约定 . 

Riemann 度量 也 可 用 向 量 从 的 语言 来 描述 . 设 S(M) = T MEOT*M 为 切 
从 TM 的 对 称 共 变 张 量 积 丛 . 那么 ,该 丛 的 任 一 光 请 截面 定义 了 M 上 的 一 个 
Riemann 度 量 ,只 要 它 在 每 一 点 是 正定 的 . 

一 旦 度量 给 定 , 切 向 量 的 长 度 就 知道 了 ,同一 点 出 发 的 向 量 间 的 夹 角 也 知道 
了 .对 任何 X, YE T,M, 有 


| 和 [= (X, X), 
ep i 


从 而 ,我 们 也 可 以 求 一 条 曲线 的 长 度 . 设 7Y:[a, 5] 一 M 是 Riemann 流 形 M 上 的 
一 条 分 段 光 请 的 曲线 , 它 的 长 度 被 定义 为 
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6 . 
L(y) =| | 7 | dt. 


由 此 可 见 ,古典 曲面 论 中 的 第 一 基本 形式 也 就 是 展 :中 曲面 的 Riemann 度量 . 
Riemann 儿 何 也 就 是 古典 曲面 论 中 内 欧 几 何 的 推广 . 

例 2.1 设 M= R”. 那么 M 只 被 一 个 坐标 领域 (zx ， …，z”") 所 覆盖 ,并 且 
gy 二 6 定义 了 常用 的 度量 而 成 为 普 I - 

例 2.2 mw 维 球面 S”"== [zx € R”" ;|xz1? = 1| 是 作为 (m 十 1) - 维 欧 氏 
空间 RR 中 的 标准 黎 入 子 流 形 定义 的 . 设 a 一 RR” 为 标准 藤 入 . 对 任何 
pES”, X,YE€ TS”", 由 下 式 定 义 了 户 导 度量 


def 
(X,Y) =(i, X, is Y)pm. 


这 就 是 曲面 论 中 定义 第 一 基本 形式 的 方法 . 它 对 欧 氏 空间 中 的 漫 入 子 流 形 
都 适用 . 
例 2.3 在 球面 S” 中 ,定义 一 个 等 价 关系 一 , 它 将 球面 中 的 对 径 点 看 为 一 
点 . 那么 ,我 们 得 到 实 射影 空间 RP” = S$"/ ~. 设 rx:S" 一 RP"” 是 覆盖 映照 . 那 
么 对 任何 p € RP" ,mr (p) = 二 qi, q2. 设 XE TCRP"), 它 有 两 个 不 同 提升 
X1， Xs ,它们 有 相同 的 长 度 . 因此 可 以 定义 
《X， X) 二 (Xi, Xi 


从 而 射影 空间 RP” 也 成 为 Riemann 流 形 . 
例 2.4 设 B' = |x € R"; |z | 二 1| 为 单位 开 实心 球 .在 它 上 面 可 定义 
Riemann 度 量 


ds: 三 一 -一 一 一 一 一 dx’ ) 
ee | 3 


这 就 是 单位 球 中 著名 的 Poincaré 度量 . 
一 般 地 ,我 们 有 下 列 定理 . 
定理 2.1 微分 流 形 M 上 总 存在 一 个 Riemann 度量 . 
证 明 设 (U。, Zi) 是 M 上 的 一 个 局 部 有 限 的 坐标 图 册 . 那么 ,M 上 存在 一 
个 附属 于 {U1 的 单位 分 解 {办 1. 在 每 个 U。 上 定义 
ds: = > (dzi)’. 
这 样 ,在 M 上 的 Riemann 度量 定义 为 


ds = > 加 ds2. 


8 黎 曼 几何 讲义 


事实 上 ,对 任何 9E M, 取 坐 标 邻 域 (U, z') ,使 它 的 闭 包 U 是 紧 的 . 由 于 和 0,1 的 
局 部 有 限 性 ,U 只 和 有 限 个 U。,…, Uw 相交 ,因此 ,ds” 限制 在 U 上 成 为 


7 
i 2 $ads? = gydridr’, 
a=1 


其 中 


DZ DZ 
二 > om oa 
Bi 2 po。 ar: ari . 


对 任何 p EU, 由 于 0 过 加 过 1，31$p = 1, 存在 B, 使 5(p) 之 0, 因此 
ds*(p) > ds > 0， 


由 此 可 见 ,ds? 是 处 处 正定 的 . 
证 迄 


3 Levi-Civita 联络 


设 M 是 Riemann 流 形 ,x:E 一 M 是 向 量 从 ,T(E) 表 示 由 上 所 有 截面 组 成 
的 无 限 维 向 量 空间 . 向 量 从 上 的 联络 (connection) 是 满足 下 列 性 质 的 映照 
V:T(TM) XT(E) ->T(E)( 对 XET(TM) 和 #$ ET(E), Vx$ 表示 (XX, 8g) 在 映 
照 Y 下 的 像 ) : 

(1) 对 任何 AE T(MX R), 有 

Vrx$ = f Vxy; 
(2) 对 任何 YE T(TM), 有 
Vx+r$ = Vx$ + Vr$ ; 
(3) 对 任何 VE T(E), 有 
Vx($++y) = Vx$ + Vxy; 
(4) 对 任何 JE T(M xX 民 ), 有 
Vxf$ = X(f)$+ f Vx$. 

我 们 知道 任何 向 量 从 上 联络 总 是 存在 的 . 特别 地 , 切 从 TM 上 必 存 在 联络 . 
对 Riemann 流 形 M ,我 们 现在 感 兴趣 的 是 与 Riemann 度量 密切 相关 的 联络 , 即 
满足 下 列 附加 条 件 的 所 谓 Levi-Civita 联络 :对 任何 向 量 场 X, Y, Z, 有 

(i) XY, 2Z) = (VxY, 2) + (Y, VxZ),; 

(ii) YxY — VrX = [X,Y|. 

对 此 ,有 所 谓 Riemann 几何 的 基本 定理 (定理 3. 1). 

定理 3.1 Riemann 流 形 M 上 总 存在 唯一 的 Levi-Civita 联络 . 

证 明 为 证 明 唯 一 性 ,我 们 只 要 说 明 对 任何 切 向 量 场 X 了 Y 和 2Z,，《VxY， 
2Z) 是 确定 的 .反复 利用 Levi-Civita 的 条 件 (i) 和 (ii) ,我 们 有 

(VxY, 2) = XY, Z)— (Y, YxZ) 

= XY, 2)— (Y, VzX)— (Y, [X, 2Z]， 
= X(Y, 2)— 2Z(Y, X)+ (VzY, X)—(Y, [X, 2Z]) 


(3.1) 


10 黎 曼 几何 讲义 


= X(Y, 2)—Z(Y, X)+ (VrZ, X)+([2, Y], X)—/Y, [X, 2]) 
= X(Y, 2)—Z(Y, X)+Y(Z, X)—(Z, VX)+([2Z, Y], X) 
XY 
= X(Y, 2)+Y(Z, X)— ZlY, X) 
一 (Z, VxY)—(2, [Y, X]) 二 ([Z,Y], X)—(/Y, [X, 21). 


据 此 得 到 


过， 一 
(VxY, 2) = 51{X(Y, 2)+Y(2, X)— 2Z(X, Y) (3. 2) 


—(X, [Y, 2]) + (Y, [Z, X]) + (2, [X, YI). 
另 一 方面 ,我 们 用 (3. 2) 式 定义 VxY. 容易 验证 它 必定 是 Levi-Civita 联络 
证 过 
现在 我 们 来 给 出 Levi-Civita 联络 的 局 部 表达 式 . 设 U 为 坐标 领域 ,坐标 为 
(可 ,了 (1 所; 二 mm) 是 坐标 曲线 的 切 向 量 ,那么 , gs = 《 30, 2 》. 
邻 


其 中 称 为 克 式 记号 (Christoffel, 1869), 它 可 表达 为 


Te Fe (到 十 3822 一 3 铝 )， (3. 3) 


DZ; dz ax’ 


其 中 (g”) 是 (g; ) 的 道 矩 阵 . 

注意 到 (3. 3) 式 是 (3.2) 式 的 特殊 情形 . 

对 任何 联络 y 和 M 上 的 曲线 c 以 及 沿 曲 线 的 向 量 场 X ,如 果 Ve<X 王 0, 那 
么 称 站 沿 曲线 c 平行 移动 . 它 定 义 了 对 应 切 空间 的 线性 同 构 . 

习题 设 c:[a, 5b] 一 M 是 M 上 的 光滑 曲线 ,V 是 Levi-Civita 联络 . 那么 ,对 
任何 XE TM, 存在 唯一 的 向 量 场 X(t1) € ToM, 使 X(t) 是 沿 曲 线 c 平 行 移 
动 , 并 满足 X(a) = X. 

Levi-Civata 联络 的 条 件 (3. 1) 中 的 第 二 个 条 件 是 无 挠 联络 的 条 件 . 现在 来 
考察 第 一 个 条 件 的 几何 意义 . 

Riemann 流 形 中 的 Levi-Civita 联络 定义 了 度量 空间 之 间 的 等 距 同 构 . 事实 
上 , 设 7Y:[a, 6b] 一 M 是 M 上 的 光滑 曲线 ,并 且 , y(a) = p, 7Y(5b) 一 q. 如 果 
[el ,，…, en 是 点 p 切 空间 TM 的 单位 正 交 基 ,将 ei; 沿 7 平行 移动 ,我 们 得 到 
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ei(t) ,那么 


Geilt), ol0)) = 7 eilt), @(t)) 
= (Vi(Wei(t), e;(t)) + he:(t), Vi e(t)) = 0. 
所 以 ,对 任何 + € [4,5], 有 
ei(t), e;(t)) = 65. 


以 Pr:T,M 一 TjM 表示 沿 y 的 平行 移动 , 则 Pr(e;) = e:(5). 这 说 明 P?r 将 
TM 的 单位 正 交 基 映 到 TM 的 单位 正 交 基 . 所 以 ,平行 移动 Pr 是 度量 空间 之 
间 的 等 距 同 构 . 

反之 , 设 M 上 的 一 条 曲线 y:[0, 1] 一 M 使 Y(0)==p, 7(1)==gq, 且 7(0) = 
X(p), 这 里 X,Y, Z 是 任何 切 向 量 场 . 记 Pry 是 T,M 和 TM 间 的 同 构 , 且 设 
le:(z)} 是 用 平行 移动 得 到 的 沿 > 的 单位 正 交 基 . 我 们 有 Y(Y(t)) = Y'(t)e;(z)， 
Z(7Y(t)) == Z'(t)ei(t), 那么 


X(p)lY, 2) = 7(0)(Y, 2) = 二 -> (2)Zi(t) |,-。 


= Se(0)Z (0) 十 > 了 (0) 把 (0) 


于 ee Z) 二 (YY, Yr 2) 
= (VxnY, 2) + (YY, Vx(r) 2). 


上 述 分 析 说 明 ,Riemann 流 形 中 的 Levi-Civita 联络 是 保持 度量 的 联络 . 


4 曲率 张 量 


对 向 量 从 上 的 联络 ,总 可 定义 曲率 . 而 在 Riemann 几何 中 的 曲率 是 关于 它 
切 从 上 Levi-Civita 联络 的 曲率 张 量 . 曲面 论 中 重要 的 内 蕴 几 何 量 是 Gauss 曲 
率 . 它 在 Riemann 几何 中 的 推广 是 截面 曲率 , 它 可 由 曲率 张 量 来 定义 . 进而 可 定 
义 Ricci 曲率 ,数量 曲率 . 从 曲率 张 量 出 发 还 可 定义 曲率 算 子 、 复 截面 曲率 等 . 如 
果 流 形 还 有 复 结构 ,还 可 定义 全 纯 截 曲 率 、 全 纯 双 截 曲 率 等 . 这 里 先 引 进 曲 率 张 
量 , 并 给 出 它 的 性 质 ,再 引入 上 述 各 种 曲率 . 对 曲率 的 理解 ,以 及 它们 和 其 他 几何 
不 变量 或 拓扑 不 变量 的 关系 是 微分 几何 中 的 重要 课题 . 

设 M 是 Riemann 流 形 , 具 Levi-Civita 联络 . 定义 相应 的 曲率 张 量 
(curvature tensor) 如 下 : 


R(X, Y)Z =— Vx VrZ + Vr VxZ + Yix, YZ, (4.1) 


其 中 X, Y, Z 是 M 上 的 向 量 场 . 
命题 4.1 R(X, Y)Z 在 p € M 的 值 仅 依赖 于 鲜 ,，Y, 和 Zi 而 不 依赖 于 
那些 向 量 在 点 p 附近 的 值 . 进而 ,对 应 


X,, Y,, Z, > R(X,, Y,)2, 
关于 每 个 变量 是 线性 的 . 
证 明 对 M 上 的 任何 函数 上 ,有 


— Vx VrZ =— f Vx VrZ, 
Vr VrZ = Vr(f VxZ) = Y(f) VxZ + f Yr VYx2Z, 
VIA,YIZ = VVmrYZ — VYy/xZ = f VYxrZ — VYiNxXZ ~— f VYyxZ 
= f Vix,rZ—Y(f) VxZ. 


将 上 面 3 式 两 边 分 别 相 加 给 出 
R(f/X, Y)Z = ffR(X, Y)Z. 
对 R 的 变量 Y, 2Z 的 情形 也 同样 证 明 ,这 里 略 去 而 留 给 读者 作为 练习 . 
现在 设 XX' 5， Y=Y' 了，Z 一 民生 那么 


R(X, Y)Z = XiYiZR ( 声 :， 2 
在 点 p 取 值 ,有 


R(X, Y)Z1, = X' (PY (PZ PR (Fi, 2) 


它 只 依赖 于 X', Yi, 2Z* 在 点 2 的 值 . 
证 迄 
由 这 个 命题 我 们 知道 R 是 一 个 张 量 , 称 为 曲率 张 量 . 它 具 有 多 种 对 称 性 . 
命题 4.2 Riemann 流 形 的 曲率 张 量 满足 : 


(i) R(X, Y)Z+ R(Y, X)Z = 0; 

(ii) R(X, Y)Z+ R(Y, Z)X++ R(Z, X)Y = 0; 
(iii) (R(X, Y)Z, W)++ (R(X, Y)W, 2Z) = 0; 
(iv) (R(X, Y)Z, W) = (R(Z, W)X, Y). 


证 明 性 质 (i) 可 从 曲率 张 量 的 定义 直接 得 到 . 至 于 性 质 (ii) 和 性 质 (i), 只 
要 对 坐标 曲线 切 向 量 证 明 即 可 . 而 这 些 向 量 的 Lie 括号 为 零 . 我 们 有 


(4. 2) 


R(X, Y)Z 一 一 Vx VrZ + Vr VxZ, 
R(Y, Z)X =— VY YzX 十 VzVrX ， 
R(Z, X)Y =— Yz VxY + Yx VzY, 


将 上 面 几 式 两 边 分 别 相 加 得 到 
(4.2) 式 第 二 式 的 左边 = Vx[2Z, Y] 十 Vr[X, Z] 十 VzlY, X] = 0， 
这 样 性 质 (ii) 得 证 . 对 性 质 (ii) 只 要 验证 《R(X, Y)Z, 2Z)〉 = 二 0 即 可 .而 
(R(X, Y)Z, 2Z) = (— VYx VrZ, 2Z) + (Vr VxZ, 2) 
=— XX(VrZ, 2)+ (VrZ, Vx2Z)+Y(VxZ, 2Z)— (VxZ, VrZ) 
= Y(VxZ, 2) — X(VrZ, 2Z) 


= (YX(Z, Z)— XY(Z, 2Z)) 


= 5[Y, > A 


这 就 证 明了 性 质 (iii). 
从 性 质 (i) 性 质 (ii) 和 性 质 (这) 我 们 有 
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(R(X, Y)Z, W) + (R(Z, X)Y, W) + (R(Y, Z)X, W) = 0， 
(R(X, Y)Z, W)++ (R(W, X)Z, Y) + (R(Y, W)Z, X) = 0, 
— (R(Z, X)Y, W)— (R(W, Z)Y, X)— (R(X, W)Y, 2Z) = 0, 
— (R(Y, Z)X, W)— (R(W, Y)X, 2) — (R(Z, W)X, Y) = 0. 


将 上 面 几 式 两 边 分 别 相 加 得 
2(R(X, Y)Z, W) = 2(R(Z, W)X, Y). 
证 迄 
上 面 (4. 2) 式 中 的 第 二 式 称 为 第 一 Bianchi 恒等式 . 还 有 下 列 的 第 二 Bianchi 


恒等式 (命题 4. 3). 
命题 4.3 Riemann 流 形 的 曲率 张 量 满足 


(VxR)(Y, Z)W+ (VrR)(Z, X)W+ (VzR)(X, Y)W = 0, (4.3) 
其 中 


(VxR)(Y, Z)W Ee VxR(Y, Z)W— R(VxY, Z)W 
— R(Y, VxZ)W — R(Y, 2Z) YxW. 


证 明 容易 验证 (VxR)(Y, Z) 对 每 个 变量 都 是 线性 的 . 只 要 在 每 个 坐标 邻 
域 对 坐标 曲线 切 向 量 验 证 (4. 3) 式 .不 妨 假 设 X,Y,， Z, W 的 Lie 括号 为 零 . 因 
此 ,我 们 有 

VxY = YrX, R(X, Y) =— Vx Vr + VY Vx. (4.4) 
由 于 


(VxR)(Y, Z)W = VxR(Y, Z)W — R(VxY, Z)W 
— R(Y, VxZ)W — R(Y, Z) VxW ， 
(VzR)(X, Y)W = YzR(X, Y)W— R(VzX, YW 
— R(X, VzY)W — R(X, Y) VzW, 
(VrR)(Z, X)W = WR(Z, XW— R(VrZ, X)W 
— R(Z, VrX)W — R(Z, X) VrW, 
因此 ,将 上 面 几 式 两 边 分 别 相 加 且 考 虑 到 (4. 4) 式 得 到 
(4.3) 式 的 左边 = 一 Vx Vr YzW 十 Vx Vz VrW 十 Yr Vz VYxW 一 Vz Vr VxW 
十 VVxr VzW — Vz VvxrW + VY VYxzW — Vvxz VrW 
— Vz Vx VrW++Vz Vr VxW + Vx Vr VzW — Vr Vx VzW 
二 VVYzx VrW — Vr VYx W + Vx Vv W 一 Vvr VxW 
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— VY Vz VxW + Vr Vx VzW + Vz Vx YrW oO— VYx Vz YrW 
十 VVyz VxW — Vx VvyyzW 二 Vz VYyx W — VYyx VzW 
一 0. 


证 这 
从 克 氏 记号 的 局 部 表达 式 (3. 3) ,我 们 可 以 得 到 曲率 张 量 的 局 部 表达 式 . 记 
R (地 ,地 )3 = Rs 也 ,那么 


Xx'” 9x’ /DT 
J 
Kw = (4R( 元 i i ax’ 


Ts 


= gx (—5 Ls — ToTR+ Th ) 


(4.5) 


gziazt gzriozr grgaz gzigzk 


去 | 9 ga 9 8x dg | 
+ Dg TiT — TT ). 


由 此 可 见 曲 率 张 量 是 度量 的 二 阶 几何 不 变量 (有 天 ( 一 1) 个 独立 分 量 ). 


在 高 维 空间 ,曲率 张 量 是 一 个 非常 复杂 的 量 . 对 二 维 曲面 曲率 张 量 只 有 一 个 
实质 分 量 Ri ,而 曲面 的 Gauss 曲率 < 可 表示 为 


Ri,12 
B11822 一 gl2 


我 们 现在 算 两 个 例子 . 民 在 球面 坐标 下 度量 可 表示 为 
ds = do: + prd# 十 ozsin2gdp2， 
令 po=1 得 到 球面 S 的 度量 为 
ds = d#? 十 sin2gdp2. 


Bs 祁 ， 人 sin $ 90° 那么 
(X;, X;) = 6;, [Xi1, X; |] =— cot $X,, 
Vx Xi = 0, Vx, XI = cot $X,, Vx, X, = 0, Vx, X, 一 一 cot $X 1 ， 
所 以 


R(X!1, X;)X! = X,. 


16 黎 曼 几何 讲义 


这 说 明 S 的 Gauss 曲率 处 处 是 1. 
对 HY, 它 的 度量 为 


2 4 2 2 
ds = 二 rd ). 
令 
ee ey et se A 
ee 2 9 27 90° 
那么 
2 
〈X，， X;) = 6;, LX, 及 = 一 “到 一 X，， 
并 且 


2 
Vi Xi = 0, Vi Xy = HX, Va Xs = 0. 


从 而 ， R(X,, Xi)X1 一 一 X,, Gauss 曲率 处 处 为 一 1. 
什么 是 曲面 Gauss 曲率 的 高 维 推广 呢 ? 我们 可 以 利用 Riemann 度量 定义 
一 个 四 重 线性 函数 ,对 任何 X,Y, Z, W € T,M, 有 


G(X, Y, Z, W) = (X, Z)(Y, W)— (X, W)(Y, 2). (4.6) 
它 具 有 曲率 张 量 在 命题 4. 2 中 的 所 有 对 称 性 质 . 注意 到 
G(X, Xs 区， Y ) = X 上’E IY |:—(X, < 
一 | X|*|Y|?sin/(X, Y), 


因此 , 当 X 和 Y 线性 无 关 时 ,G(X, Y, X,Y) 正 好 是 切 向 量 X 和 了 所 张 成 的 平 
行 四 边 形 面积 的 平方 . 当然 ,此 时 , G(X, Y, X, Y) 关 0. 
如 果 和 和 YY 是 在 X 和 Y 所 张 成 平面 E 上 的 另外 两 个 向 量 , 那 么 


X =aX+bY,Y’ =cX+dY, 
其 中 ad 一 be 关 0. 根据 命题 4.2 的 性 质 , 有 
(R(X’, Y’)X’, Y’) = (ad —&)’(R(X, Y)X, Y), 
G(X’, Y’, X,Y’)= (ad —t)’G(X, Y, X,Y). 
所 以 
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(R(X’, Y)X’,Y) _ (R(X, Y)X, Y) 
G(X ,Y,X,Y) G(X, Y, X,Y) 
这 说 明 上 式 是 TM 的 二 维 子 空间 EE 上 的 函数 ,而 与 X 和 Y 在 五 中 的 选 
取 无 关 ， 
设 正 是 TsM 的 二 维 子 空间 ,X 和 了 是 E 中 任意 两 个 线性 无 关切 向 量 ， 
则 定义 
Ge (4.7) 
它 称 为 Riemann 流 形 M 在 (p, EE) 的 截面 曲率 (sectional curvature). 我 们 看 到 截 
面 曲率 在 流 形 M 中 的 每 一 点 不 是 一 个 确定 的 值 , 而 是 每 一 点 切 空间 的 所 有 二 维 
子 空间 组 成 的 Grassmann 流 形 C。:,， 上 的 水 数 . 
截面 曲率 和 曲率 张 量 的 关系 如 何 呢 ? 从 定义 可 见 截面 曲率 由 曲率 张 量 所 决 
定 . 反 过 来 ,曲率 张 量 也 可 由 截面 曲率 所 确定 . 我 们 有 下 列 结果 . 
命题 4. 4(E. Bompiani, 1924) Riemann 流 形 M 在 点 p 的 曲率 张 量 由 在 该 
点 的 所 有 二 维 切 平 面 上 的 截面 曲率 唯一 确定 . 
证 明 设 有 M 上 的 四 重 线性 函数 R(X, Y, Z, W) 满 足 命题 4. 2 的 所 有 对 
称 性 质 ,并 且 对 在 点 p 的 任意 两 个 线性 无 关 的 切 向 量 立 , Y, 有 


(R(X, Y)X, Y) _ (R(X, Y)X, Y) (4. 8) 
G(X, Y, X,Y) G(X,Y, X,Y): . 


我 们 只 要 证 明 ,对 任意 X,Y, Z, W € T,M, 有 
(R(X, Y)Z, W) = (R(X, Y)Z, W). 


rk(E) = 


S(X, Y, Z, W) = (R(X, Y)Z, W)— (R(X, Y)Z, W). 

显然 S 具有 命题 4. 2 的 所 有 性 质 . 从 (4. 8) 式 ,我 们 有 

S(X,Y, X, Y) = 0. (4. 9) 
据 此 

S(X 十 Z,Y, X 十 Z,Y) = 0. 

根据 S 的 对 称 性 得 到 

S(X, Y, Z, Y) = 0. 
从 而 
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S(X, Y+W,Z,Y+W)=0. 


展开 后 得 
S(X, Y, Z, W)+S(X, W, Z, Y)=0. (4.10) 
利用 对 称 性 又 有 
S(X,Y,Z, W)=— S(X, W, Z, Y) 
= S(X, W, Y, 2) (4.11) 
=— S(X, Z, Y, W) 
= S(X, Z, W, Y). 


根据 命题 4. 2 的 性 质 (ii) ,有 
S(X, Y, ZZ, W)++S(X, 2Z, W, YY)++S(X, W,Y, Z) = 0. 
由 (4. 11) 式 即 得 
3S(X,Y,，Z，, W)=0. 
证 记 

如 果 在 点 的 截 画 曲率 rx(E) 是 常数 , 则 记 成 x(p). 从 命题 4.4 可 知 , 点 p 
此 时 的 曲率 张 量 为 

进而 ,截面 曲率 在 整个 流 形 的 连通 分 支 上 是 常数 的 流 形 称 为 常 曲 率 空间 . 

习题 (F. Schur Theorem) 设 M 是 m 维 连 通 的 Riemann 流 形 . 如 果 m 这 3， 
且 截 面 曲 率 只 是 流 形 M 上 的 函数 ,那么 M 是 常 曲率 空间 . 

除了 截面 曲率 ,从 Riemann 曲率 张 量 还 可 导出 Ricci 曲率 和 数量 曲率 . 

设 {ei| 是 切 空 间 TM 上 的 单位 正 交 基 , 且 XE T,M 是 单位 向 量 ,那么 , 沿 
和 方向 的 Ricci 曲率 定义 为 


(RicX, X) = (R(e;:, X)e;, X). 
由 此 可 见 Ric 是 M 上 的 二 阶 对 称 共 变 张 量 . 
M 上 的 数量 曲率 定义 为 
s = (Rice;, ei) = (R(e;, ei )e;, ei), 
它 是 M 上 的 函数 . 
如 果 M 上 的 Ricci 曲率 只 与 M 上 的 点 有 关 而 与 方向 无 关 , 那么 ,M 称 为 
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Einstein 流 形 . 显然 ,m 维 Einstein 流 形 的 Ricci 曲率 为 坟 . 任何 2 维 流 形 都 是 
Einstein 流 形 . 当 m 宇 3 时 ,Einstein 流 形 的 数量 曲率 是 常数 . 从 常 曲率 空间 的 定 
义 立 即 可 得 它 一 定 是 一 个 Einstein 流 形 . 

设 M 是 n 维 Riemann 流 形 , 它 在 点 p 的 切 空间 为 T,M. 在 点 p 的 曲率 算 子 
为 切 空间 的 二 次 外 积 空间 A*T,M 上 的 自 共 斩 线 性 映照 及 :AT M 一 A:TM ,对 
Z，y， u,v T,M, 定义 为 


(R(x Ay), uA v= (R(r, y)u, v). 


如 果 及 的 特征 值 都 是 正 的 ,我们 说 M 有 正 曲 率 算 子 . 

Riemann 度量 (, 可 被 延 拓 为 T,M QQ C 上 的 一 个 复 双 线性 形 (,), 以 及 一 
个 Hermitian 内 积 安 , 污 . 类 似 地 ,在 A?T,M 上 的 Riemann 度量 也 能 以 这 两 种 
方式 延 拓 到 A* TM @ C. 

我 们 将 曲率 算 子 延 拓 为 复线 性 映照 及 :A?*T,M @C 一 ATMOQC ,并 且 
对 每 个 截面 cC T,M @ C ,我们 对 应 一 个 复 截面 曲率 K(o), 它 是 实数 ,定义 为 
KU = KR(z Aw), zhAw> 

[IzAwl:? 
其 中 1z, wj 是 6 的 一 组 基 . 

一 个 元 素 z€ T,M @ C , 如果 满足 (z, x) = 二 0, 称 为 迷 向 的 . 如 果 复 线性 子 
空间 VCT,M QC 中 的 任 一 元 素 xz EV 都 是 迷 向 的 , (z, zx) = 二 0, 则 它 就 称 为 
全 迷 向 子 空间 . 

定义 4.5 对 任何 点 旋 E M 和 全 迷 向 平面 cCToMG C， 如 果 天 (cc) 二 0， 
那么 ,Riemann 流 形 M 称 为 具有 正 全 迷 向 截 曲 率 的 流 形 . 

现在 我 们 来 考察 正 全 迷 向 截 曲 率 的 条 件 . 如 果 o 是 T,M QC 的 二 维 全 迷 
向 子 空间 ,那么 ,存在 e 的 一 组 基 |z, wj ,使 得 


z=e@l 十 ie;, w= es 十 ies， 
其 中 el ,，…, es 是 单位 正 交 切 向 量 . 由 于 
zAw=(e Me—e: 人 6) 十 iel 人 e 十 ee 人 es)， 
据 此 展开 K(o) 的 分 子 部 分 ,得 到 


CR(zAw),zANwSD= (Re Me—e, 人 eerAes 一 ez Ne) 
十 (及 (ee Aee 十 ee 人 Ae), erAe 十 ee 人 esy》 
= Ri 十 下 2 十 及 十 Rz3z3 一 2R1isz4. (4. 12) 
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当 维 数 宇 4 时 ,有 各 种 列 含 正 全 迷 向 截 曲 率 的 条 件 . 从 上 式 第 一 个 等 式 可 见 
曲率 算 子 及 是 正定 的 条 件 就 蕴含 正 全 迷 向 截 曲 率 的 条 件 . 

我 们 再 来 考察 它 和 曲率 夹 条 件 的 关系 . 对 任何 p € M 和 所 有 实 二 维 平面 
o CT,M, 如 果 存 在 M 上 正 函 数 C ,使 截面 曲率 x(o) 满 足 


SC(p) «(0o) Cp), 


那么 ,我 们 说 M 的 截面 曲率 是 逐 点 6- 夹 的 ,这 里 0 二 6 二 1. 如 果 C 是 常数 ,这 就 
称 为 整体 夹 的 . 如 果 其 中 一 个 不 等 式 是 严格 的 ,就 称 为 严格 的 . 假定 M 的 截面 曲 


率 是 严格 逐 点 邯 - 夹 . 那么 ,(4. 12) 式 中 开头 4 项 的 每 项 是 严格 大 于 地 C(p) ,而 
Berger[[1],p. 69j] 的 一 个 不 等 式 说 明 


| Res (< 3 C(p). 
所 以 ,从 (4. 12) 式 得 到 
< 儿 凡 (z 人 由)，z 和 人 也 六 >>0， 
这 也 就 是 说 ,截面 曲率 严格 逐 点 二 -来 的 条 件 草 含 着 正 全 迷 向 截 曲率 , 


如 果 Riemann 流 形 M 还 具有 复 结构 ,对 复 结构 个 变 的 平面 的 截 曲 率 称 为 
全 纯 截 曲率 . 更 一 般 的 可 定义 全 纯 双 截 曲率 . 这 些 都 是 复 几 何 中 的 常用 曲率 , 具 
体 定义 参阅 复 几 何方 面 的 书籍 . 
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流 形 上 有 了 联络 就 可 定义 平行 性 ,从 而 可 讨论 自 平 行 曲线 ,这 就 是 测 地 线 . 
它 是 流 形 中 最 重要 的 曲线 . 本 节 讨 论 Riemann 流 形 中 的 测 地 线 ,给 出 它 的 微分 
方程 , 它 还 是 几何 变 分 问题 的 解 .我们 推导 曲线 弧 长 的 第 一 变 分 公式 , 据 此 可 证 
明 测 地 线 的 局 部 极 小 性 . 从 测 地 线 还 可 引进 指数 映照 .法 坐标 . 利用 指数 映照 可 
说 明 在 小 范围 内 ,任何 两 点 存在 唯一 测 地 线 ,进而 可 说 明 测 地 凸 邻 域 的 存在 性 . 

设 M 是 Riemann 流 形 , 具 Levi-Civita 联络 V,， 7y:[0, 1] 一 M 是 M 上 的 曲 
线 . 如 果 它 的 切 向 量 > 沿 着 7 平行 移动 , 即 Vry = 0, 那么 7y 称 为 测 地 
线 (geodesic ) . 


此 时 ,| 7 | 是 常数 .注意 到 对 任何 正常 数 c, 令 XY(4) = 二 XY(4), 0 入: 入 一 ,我 


们 仍然 有 Vx YY“ == 0, 然而 | 7 |==c 17 1, 所 以 ,我 们 可 假定 测 地 线 y 总 有 
171= 1. 它 的 几何 意义 如 下 . 
设 y:[a, 5] 一 M 是 任 一 光滑 曲线 , 它 的 长 度 为 


LW = | 17 1 de 
令 s:[a, 5] > [0, L(y)] 定义 为 


sD) = | 1 7 | du 


如 果 y 是 漫 入 曲线 , 侍 一 | 7 |> 0, 那么 ,存在 光滑 首 函 数 


t:[0, L(Y)] —> [a, 5], 


使 7(s) = Y(z(s)):[0, L(Y)] > M 是 曲线 7 的 新 参数 ,并 且 , | 7 |=1. 

另 一 方面 ,如 果 7Y:[0, c] 一 M, 满足 17|= 1, 那么 ,对 任何 ; € [0, c], 有 
s 三 L(Y lo3). 所 以 , | 7 1= 1 是 弧 长 参数 的 充 要 条 件 . 

在 局 部 坐标 下 ,有 


7(2) = 0D), FD)), 7 = Ft) Fi 
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那么 ,我 们 有 测 地 线 微分 方程 


和 十 FS dy 一 0 CE 

二 阶 非 线性 常 微分 方程 组 . 根据 常 微分 方程 理论 中 的 有 关 定 理 ( 见 下 列 附 
注 ) , 它 对 任何 初始 条 件 (yY (0),…, y”(0)) 和 (71(0),…，7”(0)) 的 解 是 存在 
并 且 唯 一 的 . 我们 有 下 述 命题 

命题 $.1 ER M 中 任 一 点 ,ETM 是 任 一 向 量 . 
那么 ,局 部 地 存在 唯一 条 测 地 线 y, 使 7(0) = x,，7(0) 三 也 

附注 设 


其 中 表示 (ww ,，…, w),F 表示 定义 在 UC R” 上 7 个 光 请 函数 的 维 向 量 ， 
将 它 化 为 一 阶 方程 ,可 以 证 明 存 在 2n 维 的 邻 域 克 和 e>0, 对 (wm, wm)E 丽 使 
上 述 方 程 有 唯一 解 u(t), | t | 二 e 且 满足 


u(0) = 


一 Uo。 


dz 
“di 

并 且 , 解 光 滑 地 依赖 于 初始 条 件 , 即 (xm ,mw ,四 一 zx(b) 在 克 X( 一 ee) 上 是 光滑 
的 . 证 明 的 具体 细节 请 见 常 微分 方程 的 教程 . 

过 Riemann 流 形 上 任何 两 点 是 否 存 在 测 地 线 呢 ? 我 们 首先 可 以 说 明 当 这 
两 点 充分 接近 时 回答 是 肯定 的 . 

为 此 ,下 面 我 们 用 测 地 线 来 讨论 重要 的 指数 映照 . 设 zE M 是 任意 一 点 , 且 
v € TM 表示 在 点 x 给 定 的 切 向 量 ,y, 表示 从 点 x 出 发 的 以 v 为 初始 切 向 量 的 
测 地 线 . 如 果 y € 7, 是 测 地 线 上 一 点 ,使 z+ 和 y 沿 7, 的 距离 正好 是 |v| ,那么 , 定 
义 expzv 二 y. 直观 可 见 , 在 TM 中 存在 0 的 一 个 邻 域 9, 在 这 个 邻 域 中 指数 映 
昭 是 有 意义 的 . 

我 们 从 测 地 线 方 程 (5.1) 出 发 ,对 指数 映照 作 严 格 的 定义 . 

方程 组 (5.1) 是 常 微分 方程 组 . 从 常 微分 方程 组 的 一 般 理论 可 知 ,对 任何 
x E M 和 任何 给 定 的 e >> 0, 存在 z 在 M 中 的 一 个 邻 域 U 和 6 > 0, 使 对 任何 
>yEU 和 wv € T,M, |wv| 二 6 存在 唯一 的 测 地 线 y,:7,(0) = wv, 它 的 邻 域 包含 
[0, ej], 即 y,:[0, e] 一 M 是 有 意义 的 . 

注意 到 总 = 7Y,(et) 也 定义 测 地 线 并 且 有 性 质 : €,(0) = ev( 由 唯一 性 得 
Ys(et) 二 Ya(t)), 并 且 定义 在 [0, 1] 上 .所 以 ,在 上 述 结论 中 ,可 用 e6 代替 和 
而 得 到 下 述 引 理 . 
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引 理 5.2 对 任何 x € M, 存在 点 工 的 一 个 邻 域 UCM 和 w>>0, 使 对 任 
何 yEU,vE TJM, | aol 委 o, 存在 唯一 的 测 地 线 7,, 使 7v(0) 二 v, 并 且 7。 的 
定义 域 包含 [0，1]. 

这 样 ,我 们 可 严格 地 定义 指数 映照 (exponential map). 设 


B.(w) = foeTM, |v|< wl. 
对 wv 关 0E€ B-(o), 有 
expsv 竺 7,(1) ,而 exp-0 至 x, 
设 1=UXB,(o) € TM 为 开 集 .对 任何 (y, v) E WU, 定义 
exp(y, v) = expyv. 


易 见 exp:U -> M 是 有 意义 的 . 又 根据 常 微 分 方程 中 解 关于 初始 条 件 的 光滑 依赖 
性 知 ,exp 是 一 个 光滑 映照 . 特别 地 , expz:B-(o) 一 M 是 光滑 的 .事实 上 , 它 是 局 
部 微分 同 胚 .对 v€ To(T,M) == TM, |v|<w, 设 7(t) 二 包 是 TM 上 的 直 
线 , 那 么 

exps: 7 (t) = expstv = Y»(1) = 7,(t), 


所 以 
(d exp: )ov = 全 (expto) | ,-。 一 7.) | ,0 = v. 


从 而 (d exp:)。 是非 奇异 的 . 从 隐 函 数 定 理 知 exp: 是 局 部 微分 同 胚 . 

设 (ro, 0) € TM 是 切 从 上 一 点 .上 面 的 讨论 说 明 在 (zx。, 0) 的 某 一 邻 域 
=1(zx, v), TE U, v€ TM, | v | wl 中 定义 可 微 映 照 exp(x, v) = 
expzv. 现在 考虑 映照 下 :MU 一 M Xx M. 它 的 定义 如 下 : 


F(x, v) = (x, expzv). 


设 U 中 的 局 部 坐标 为 (xz! ，…, x”; Vv ,，…, vw"), 而 UXUCMXxM 中 的 局 部 坐 
标 为 (xi,，…， x? ; xz,，… ,Xx?). 我们 有 


9 __d ] 9 
dF( 5 (0 dz (™? Sx) (z,0) Di tan 
9 d ] 9 9 
一 一 二 一 (d 7) 一 -一 一 一 . 
业 ( ) (z, 0) dv po (x, 0) (SxpE) 9v 9x2 


因此 ,下 在 (zx, 0) 的 Jacobi 矩阵 是 
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是 


它 是 非 奇 异 的 . 由 隐 函 数 定理 知 ,下 将 (zx, 0) 的 某 邻 域 》YCUC TM 微分 同 胚 地 
映照 到 (xz, xz) 在 M x M 中 的 某 邻 域 . 取 zz 在 M 中 的 较 小 开 邻 域 WW, 使 
F(V) 必 W XW. 这 就 证 明了 下 列 定理 . 

定理 5.3 对 任何 x € M, 存在 它 在 M 中 的 邻 域 W 和 e 汪 0, 使 

(i) W 中 任何 两 点 可 用 长 度 小 于 e 的 唯一 测 地 线 相连 接 ; 

(ii) 该 测 地 线 光滑 地 依赖 于 两 点 ( 即 , 如 果 ，,t 上 一 expy 如，0 委 上 魏 1 是 连接 
qd 和 gs 的 测 地 线 , 那 么 ,， (qi ，v) € TM 光滑 地 依赖 于 (qi ，qz ) ) ; 

(iii) 对 任何 g € W, 映照 exp, 将 TM 中 的 e 球 微分 同 胚 地 映照 到 开 集 
Us WW; 

现在 ,我 们 研究 测 地 线 的 变 分 性 质 . 考虑 给 定 曲 线 7y。== 7 的 单 参数 曲线 族 


(4 ) 一 ya<<t<b,0<u<e 设 U 一 7X. (元 ) 是 模 截 向 量 场 ,T 是 7。 的 
切 向 量 场 . 不 妨 假 设 | 六 | = C, 是 常数 . 那么 ,曲线 % 的 长 度 为 


[三 | | tn) las, 
并 且 
Lo = | EV TY de. (5.2) 
注意 到 
LVF, FY = UVOT, TY 


[元 T(Yo7， T) (5. 3) 
= [T(rU， 3 
将 (5.3) 式 代入 (5.2) 式 得 到 
L (0) = | FT VU, Td 
= | 恤 3 和 U) — (U, VrT))dt 


-让 | (名 UU 
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一 去 (7 D) 用 一 六 | (w， 7 Ud 
Go 2 站 Co a 


这 就 是 弧 长 的 第 一 变 分 公式 . 当 单 参数 曲线 族 具 固定 端点 时 ,我 们 有 U(a) = 
U(5) 一 0. 这 样 ,我 们 得 到 下 述 命题 . 

命题 5.4 曲线 7y:[a, 5] 一 MM 是 测 地 线 的 充 要 条 件 为 它 是 纹 长 泛 函 并 具 固 
定 端 点 变 分 {7Y,) 的 临界 点 . 测 地 线 方程 (5.1) 是 具 固 定 端点 时 颖 长 泛 函 的 Euler- 
Lagrange 方程 .特别 地 ,两 点 之 间 的 弧 长 最 短 曲 线 一 定 是 光滑 测 地 线 . 

从 定理 5.3 和 上 述 测 地 线 的 变 分 特征 立即 可 得 测 地 线 的 局 部 极 小 性 ( 定 
理 5.5). 

定理 5.5 设 W 和 e 如 定理 5.3. 假 定 y:[0, 1] 一 M 是 砚 中 长 度 小 于 e 的 
测 地 线 , 而 w:L0, 1] 一 IM 是 连接 相同 两 点 的 分 段 光滑 曲线 . 那么 


| 
其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 点 集 w([0，1]) 和 点 集 y(L0，1]) 相 重合 . 

我 们 还 有 下 列 重要 的 Gauss 引 理 (定理 5. 6). 

定理 5.6 设 g 王 7Y(0) 且 记 定理 5.3 中 的 人 厂 为 U .对 mm 二 e, 令 S(ro) = 
{vETM,|v|==ro). 记 S, 一 expsS(ro) 为 半径 为 m 的 测 地 球面 . 那么 , 径 向 
测 地 线 正 交 于 S,. 

证 明 任 取 yE So 和 YETS .在 S. 上 作曲 线 &:[0, e] 一 S ,使 
6(0) 一 y,，& (0) = 了 . 令 g 和 y 间 的 径 向 测 地 线 为 yo. 

作 单 参数 曲线 族 y(t):[0, es] X [a, 5] 一 M, 使 y(t) = 7, 7.(a) 一 9， 
7.(5) 二 &(u), 即 y(t) 是 连接 gq 和 &(w) 的 曲线 族 . 它 的 横 截 向 量 场 为 U 满足 : 


dy 


dt 


dw 
dz dt, 


1 
a<| 
0 


9 
Ua) 宣 5 人 2) 网 8 一 0 加 Qs 


U(b) = 2.(0)| ,= (0) =Y. 


从 定理 5. 3 可 知 ,y 是 连接 g 和 y 的 唯一 测 地 线 , 也 是 7y, (1) 中 长 度 最 短 的 
曲线 . 从 第 一 变 分 公式 (5. 4) ,我 们 有 


L'(0) = E75), Y)=0. 


由 于 Y 是 任意 的 ,这 就 证 明了 径 向 测 地 线 正 交 于 S;. 
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定理 5. 3 和 定理 5.4 说 明 ,在 Riemann 流 形 的 任何 一 点 附近 都 有 一 个 邻 域 
W ,其 中 任何 两 点 必 可 被 唯一 的 极 小 测 地 线 相 连接 . 一 个 自然 的 问题 就 是 该 测 地 
线 是 否 落 在 W 中 ?如 果 W 满足 这 样 的 性 质 , 它 就 称 为 测 地 凸 邻 域 . 我 们 将 证 明 
这 样 的 凸 邻 域 一 定 存在 . 为 此 , 先 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 5.7 设 zE IM 是 任意 一 点 ,那么 必 存 在 e 汪 > 0, 使 对 任意 的 0 过 rr 二。， 
测 地 球面 S.(Z) 有 如 下 性 质 : 与 S.(z) 相 切 的 任 一 测 地 线 y, 它 在 切 点 的 一 个 邻 
域内 除 切 点 外 都 严格 地 落 在 B.(Cz) 的 外 部 . 

附注 具有 引 理 5.7 性 质 的 测 地 球 称 为 局 部 凸 的 . 上 述 引 理 告诉 我 们 对 
Riemann 流 形 中 的 任何 一 点 , 均 存 在 以 它 为 中 心 的 局 部 凹 测 地 球 . 在 欧 氏 空间 
中 ,局 部 凸 和 凸 是 一 样 的 ,但 在 一 般 Riemann 流 形 中 ,局 部 凸 并 不 一 定 是 证 的 . 
如 在 平坦 圆柱 面 上 ,半径 超过 半 周 长 的 测 地 球 局 部 凸 而 不 凸 ,因为 它 包 含 了 有 两 
条 测 地 线 通 过 的 对 径 点 . 

证 明 设 太 是 z 点 的 邻 域 ,有 如 定理 5. 3 的 性 质 .对 任何 点 qg € W, 7Y,,(z) 
为 过 点 9 并 且 沿 方向 的 测 地 线 , ys,,(0) = gq, 76,,(0) = v, | v|== 1. 对 固定 
的 g, wv, 有 


ys,»(t) = expzx(t) ， 
其 中 u(t) 是 TM 中 的 曲线 . 显然 , 当 g 一 工 时 ,xz(t) = w. 定义 
F(i, q, v) 一 | u(t) | 一 | exp (y(t)) | 
它 显然 是 可 微 函 数 , 它 表 示 从 z 到 7y,,,(zt) 测 地 线 长 度 的 平方 . 
我 们 有 


aF _ 
本 这 2Cu(t), wu (1)), 


2 = 2(u(t), w(t)) + 2 (t), w(t)). 
因此 
oF 2 
ey i 


由 连续 性 ,存在 点 工 的 邻 域 VCW, 使 对 任何 qg EV,vE€ TM, |v|==1, 我们 
有 oe _ 0. 取 B.(zx) CV, 其 中 e 就 满足 我 们 的 要 求 . 


事实 上 ,对 -<e, 设 os) 二 expzu(t) 是 与 S,(x) 切 于 4 二 7,(0) 的 测 地 
线 .而 y(t) = 二 expu(t) 在 圭一 0 的 切 向 量 为 (d exp: )wo)w(o). 按 假设 ， 
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(d exp- ) uo0) u (o) 和 T,S.,(zx). 注意 到 S.(Z) 是 了 -AM 中 半径 为 r 的 球面 在 指数 


映照 exp: 下 的 微分 同 胚 像 ,因此 ,w (0) 是 该 球面 在 x(0) 的 切 向 而 与 该 点 的 径 向 
向 量 x(0) 正 交 ( 见 图 5. 1). 这 样 ,我 们 有 


aF 
|,, = 24u(0), w (0)) = 0, 
oF 
(a9): t=0 0 
Ya, vt) 
(2 
exPr " 
S.(7X) 
5.1 


这 意味 着 下 在 1 = 0 达到 局 部 极 小 值 ,而 
F(0, g, v) = 7. 


所 以 ,对 充分 小 的 1 关 0, F(t, g, v) > 壮 . 这 说 明 x,,(z) 在 ti == 0 的 附近 落 在 
B.(z) 的 外 部 . 
证 志 
定理 5.8( 测 地 凸 邻 域 的 存在 性 ,J. H.C. Whitehead ，1932) ” Riemann 流 形 
M 的 每 一 点 工 都 存在 一 个 以 工 为 中 心 的 凸 的 测 地 球 Bc(Cz), 即 Bc(Cz) 中 的 任何 
两 点 能 用 完全 落 在 Be(x) 中 的 唯一 极 小 测 地 线 相 连接 . 
证 明 见 图 5.2, 首 先 ,对 任何 x € M, 存在 x E€ 
W 和 ei ,使 在 W 中 任何 两 点 都 能 用 长 度 小 于 ei 的 测 


地 线 相连 接 . 又 设 。 是 满足 引 理 5.7 的 正 数 . 取 e 二 3 


并 且 取 C<ei, 使 Be(xz)CW. Ny 
那么 ,Bc(z) 中 的 任何 两 点 g; 和 9 必 能 用 长 度 小 

于 & 的 测 地 线 y 相连 接 . 首先 , y CC B.(z). 否则 ,y 中 

有 两 段落 在 Bc (xz) 和 B. (zx) 之 间 . 它们 的 长 度 和 大 于 图 和 
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等 于 2(e 一 C), 2(e 一 C) > 2 号 一 e > 2ei, 而 与 7 的 长 度 小 于 ei 相 矛 盾 . 进而 ， 


如 果 有 一 点 在 Bc(z) 外 ,那么 ,从 z 到 测 地 线 7 的 距离 的 最 大 值 必 在 7y 的 内 点 达 
到 , 即 存 在 g; € 7Y, qs 关 q1, qz. 设 连接 x 和 gs 的 测 地 线 长 度 为 7, 那么 7 切 于 
S,(z) 并 且 落 在 B,(z) 内 . 这 与 引 理 5.7 相 了 矛盾 . 
证 迄 
利用 指数 映照 ,可 以 定义 Riemann 流 形 中 特别 的 坐标 邻 域 . 对 每 一 点 x € 
M, 存在 w, 使 exp;:B.(w) 一 M 是 微分 同 胚 ,其 中 B.(o) = {v€ TM, |v|< 
w}. 这 样 ,T,M 中 的 坐标 六 (关于 么 正 基 (el ，…，en)) 可 看 成 exp。(B-(w)) 中 的 
坐标 .过 T,M 原点 的 直线 vi = ad 表示 了 测 地 线 expsta'. 这 样 的 坐标 称 为 
法 坐标 . 
在 法 坐标 下 v = az 满足 测 地 线 方 程 组 (4. 1) ,所 以 
IT (a't)aia’ = 0. 
在 点 上 一 0, 有 
Tt (0)a'ia’ = 0. 
由 a’ 是 任意 的 ,得 到 
Ts (0)=0. 


又 因为 (d exp。)oe; = e; = 


起 |,， 所 以 
st0) = 《 喜 , 喜 》|, = 


运用 法 坐标 ,我 们 可 以 给 出 点 z 沿 平面 的 截面 曲率 的 一 个 几何 解释 . 它 
恰好 等 于 从 z 出 发 并 且 与 E 相 切 的 测 地 线 构 成 的 2 维 子 流 形 S 在 诱导 度量 下 
在 点 过 的 Gauss 曲率 . 

设 M 在 点 z 附近 的 Riemann 度量 为 


ds’ = gy du'idui. 
它 在 S$ 上 的 诱导 度量 为 
ds = gadu'du, 1 a, BBS?2, 
其 中 


Bop(U , U) = gaa(u, Wu, 0, , 0). 
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由 于 (w ) 和 (w) 分 别 是 M 和 S 在 xz 点 的 法 坐标 ,因此 
ry(0) = Tw%(0) = 0. 

那么 ,从 曲率 张 量 的 局 部 表达 式 得 到 

1 Og1s dgun 392gz 

Rizz (Xx) = z(2 7 1 222 a(w ) | 

三 过 9 B12 dg 9 822 
= ) 


auidu: gw): (zt = Rizz (x). 


因此 ,M 在 (zx, 已) 的 截面 曲率 


0 完备 性 


在 整体 Riemann 几何 的 研究 中 ,我 们 研究 流 形 的 几何 性 质 和 拓扑 性 质 的 关 
系 . 而 对 Riemann 流 形 中 的 任 一 条 分 段 光滑 的 曲线 >, 都 可 求 它 的 长 度 工 (7). 由 
此 ,可 引进 距离 的 概念 . 这 样 , Riemann 流 形成 为 一 个 距离 空间 ,就 有 完备 性 的 概 
念 .对 完备 的 Riemann 流 形 ,任何 两 点 (不 限于 它们 充分 接近 ) 可 用 极 小 测 地 线 
相连 接 . 这 是 Hopf-Rinow 定理 的 推论 .我们 来 证 明 这 一 重要 的 定理 . 

定义 6.1 设 M 是 连通 的 Riemann 流 形 , p, gE M 是 任意 两 点 .定义 函数 
d:MXM—> RU {+o%} 如 下 : 


d(p, q) = inf L(Y), 
ye 


其 中 本 是 连接 p,q 两 点 的 所 有 分 段 光滑 曲线 组 成 的 集合 . 
引 理 6.2 另 数 d 是 M 上 的 距离 函数 , 即 它 满足 ; 
(i) 对 称 性 : 4(p, 9g) 一 d(g, p); 
(ii) 正定 性 ; d(p, 9) 记 0 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 户 一 gq; 
(iii) 三 角 不 等 式 : 对 任何 p,g，,r EM, 有 


d(p, q)++dl(g, 7) 之 d(p, 7). 


证 明 (i) 和 (这) 是 显然 的 . (ii) 的 第 一 部 分 也 是 显然 的 . 只 要 证 明 当 p 关 a 
时 4d(p, gq) >> 0. 事实 上 , 流 形 M 作为 Hausdorff 空间 ,存在 邻 域 p E U, 使 
q FU. 取 点 2 的 测 地 西 邻 域 B,(p) CU. 那么 ,对 连接 p, 9q 的 任 一 分 段 光滑 曲 
线 7, 它 的 长 度 必 有 L(Y) 6, 因此 

d(p, gq) = int L(Y) 宇 6> 0. 
证 迄 

定理 6.3 Riemann 流 形 M, 作 为 距离 空间 的 拓扑 与 M 的 原来 拓扑 等 价 . 
所 以 ,dg 是 M XM 上 的 连续 函数 . 

证 明 M 作为 流 形 的 拓扑 由 它 的 每 一 点 p € M 的 测 地 凹 邻 域 B.(p) 所 决 
定 . 而 B.(p) 中 任何 两 点 只 能 用 唯一 的 极 小 测 地 线 相连 接 . 从 距离 函数 的 定义 立 
即 知道 
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B.(p) = {gq € M, d(p, gq) = el. 


它 恰好 是 M 作为 距离 空间 时 点 p 附近 的 邻 域 . 这 就 证 明了 定理 . 
证 记 
在 距离 空间 的 研究 中 有 完备 性 的 概念 . 它 在 整体 Riemann 几何 的 研究 中 起 
很 重要 的 作用 ,Riemann 几何 中 的 重要 定理 极 大 多 数 都 是 对 完备 Riemann 流 形 
而 言 的 . 
定义 6.4 设 {(z,} 是 距离 空间 M 中 的 一 个 点 列 , 如 果 对 任意 e 汪 > 0, 存在 
N(e) 汪 > 0, 当 n, 1 >> N(e) 时 ,有 


d(xn, Zz) < e, 


那么 ,{X,}) 称 为 Cauchy 序列 ， 

定义 6.5 如 果 距 离 空 间 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 是 收敛 的 , 则 它 称 为 完 
备 的 距离 空间 . 如果 Riemann 流 形 M 关于 从 Riemann 度量 诱导 的 距离 是 完备 
的 , 则 M 称 之 为 完备 的 Riemann 流 形 . 

附注 ”从 距离 函数 的 三 角 不 等 式 立 即 得 到 从 一 点 出 发 的 距离 水 数 是 
Lipschitz 岗 数 , 因 而 是 几乎 处 处 可 微 的 . 

从 Cauchy 收敛 原理 立即 知道 , 欧 氏 空间 民 是 完备 的 Riemann 流 形 . 现在 我 
们 证 明 下 列 重要 的 结果 . 

定理 6. 6 ( Hopf-Rinow，1931) 在 Riemann 流 形 M 中, 下列 条 件 是 等 
价 的 : 

(iD M 是 完备 的 ; 

(ii) 对 任何 XE 1M, exp; 可 定义 在 整个 T.M 上 ，, 即 从 点 工 出 发 的 测 地 线 可 
无 限 延 伸 ; 

(iii) 存在 一 点 并 ,使 exp。 可 定义 在 整个 T.M 上 

(iv) M 的 任何 有 界 闭 子 集 是 紧 致 的 . 

附注 ”从 (i) 和 (iv) 的 等 价 性 可 以 看 出 ,完备 的 Riemann 流 形 是 特殊 的 完备 
距离 空间 . 例如 ,可 列 集 


S= {a;; 1 二 了 2， | 
上 定义 距离 4d:S XS 一 [0, co): 
0, 如 果 研一 Ji 
1, 如 果 工 天 7)， 
那么 ,S 是 没有 Cauchy 序列 的 距离 空间 .S 是 有 界 的 ,但 不 是 紧 致 的 . 
证 明 (i) 入 (ii): 设 7:[0, e] 一 M 是 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 , z= 二 7(0). 从 


d(ai， ai ) 
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测 地 线 微分 方程 的 存在 唯一 性 定理 可 知 , 它 延 拓 的 最 大 区 间 为 开 区 间 (a, 5). 如 
果 2< ce. 取 数 列 !s 一 5, s, 二 6b, 那么 ,对 任何 e 汪 > 0, 存在 N, 当 2，! > 
NN 时 ,有 
| Sn Sl | 一 e. 

从 而 

d(7y(s,), 7(51)) <| ss —s |<e. 
这 意味 着 {y(s,)} 组 成 M 中 的 Cauchy 序列 . 由 假定 y(*) 一 y € M. 根据 定理 
5.3, 我 们 取 y 的 邻 域 WW, 使 其 中 任意 两 点 ,可 用 长 度 小 于 的 唯一 测 地 线 相 连 
接 . 取 By(y) CW. 设 


d(y(s), y) <6, | om 一 | 性， 
那么 ,以 (5 ) 为 始点 , 沿 Y (s,) 方 向 的 测 地 线 至 少 从 x(s,) 起 延长 e 长度 .而 
2 
这 意味 着 Y(5) 是 有 意义 的 ,并 且 7Y(5) = y, 这 和 测 地 线 7 的 最 大 定义 区 间 
(a, 5) 中 5 二 0 了 矛盾 .同样 可 说 明 a > 一 co 是 不 可 能 的 .7y 因而 可 定义 在 (一 ce， 
ce) 上 . 
(ii) 人 (iii) 是 显然 的 . 


(让 ) 之 (iv) :首先 证 明 条 件 (证 ) 使 命题 6. 7 成 立 . 
命题 6.7 IM 中 任何 一 点 yy 可 用 极 小 测 地 线 与 x 相连 接 ( 见 图 6.1). 


Si(Z) 
图 6.1 
对 任意 y € M, 设 d(x, y) = ,存在 测 地 球 Bs(z) , 它 是 T-M 上 半径 为 6 


的 实心 球 在 指数 映照 exp; 下 的 微分 同 胚 像 . 从 而 , 测 地 球面 S(z) 是 紧 的 ,并 且 
d(z, y) 是 Ss;(X) 上 的 连续 水 数 , 存 在 Xo ,使 


d(xzo, y) = min d(z, y), 
zE Ss(z) 


6 完备 性 33 


那么 ,过 z 和 ze 作 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 y(s) = exp:(sv), | v | 二 1. 由 条 件 
(过 ) 知 道 , 它 可 无 限 延 伸 . 为 证 明 y(r) = y, 我 们 来 证 明 


CT 9) = rs. (6.1) 
A= {s€[6,7r]; (6.1) 成 立 }. 
首先 ,注意 到 
r= d(x, y) = Rl A Z) 十 dz ，y)) 
一 d+ ia(z ， y) 
= 人 6+d(zo, y) = 6+d(y(6), y), 
即 


d(7y(6), y) =r—56. 


这 说 明 6 € A, A 非 空 . 
其 次 ,注意 到 $= 二 d(y(s), y) 一 r 十 s 是 s 的 连续 函数 ,$7"'(0) 是 闭 集 , 而 
A = 妇 (0) 站 [6, r] 作为 两 个 闭 集 的 交 也 是 闭 集 . 


ys : 
TO I 
“0 

Sa(Y(s0)) 


S,(X) 
图 6.2 
下 面 来 证 明 , A 也 是 开 集 . 如 图 6. 2 所 示 , 假 定 s。€ A. 对 7y(s), 存 在 
Sy (7Y(so)) 以 及 xo, 使 


d(zo,y)= min d(x’, y), 
rz ESy (7(s0)) 


那么 ,和 前 面 讨论 一 样 ,我 们 有 
d(y(s0), y) = 6 二 +d(zo, y). (6. 2) 
由 于 s。€ A, 因此 
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d(y(s0), y) = ro so. (6. 3) 
从 (6.2) 式 和 (6. 3) 式 得 
d(zo， y) 一 了 一 5 一 8 (6. 4) 
这 样 , 从 距离 函数 的 三 角 不 等 式 和 (6. 4) 式 得 到 
d(z, To) d(x, y) 一 dz y) 一 7 一 (r 一 5 一 ) 一 5 十 9 


另 一 方面 ,从 z 沿 7 到 7y(so), 再 从 7Y(so) 沿 径 向 测 地 线 到 ze , 整 条 曲线 有 长 度 
so 十 8 . 从 上 面 不 等 式 知 这 是 长 度 最 短 的 曲线 ,一 定 是 光滑 测 地 线 ,而 且 和 7 
重合 , 即 


zo 一 7Y(s 十 8 ). 
代入 (6.4) 式 得 到 
d(y(so +6), y) 一 -一 (十 9 )， 

这 说 明 十 9 E A. 进而 ,如 果 s% € A, 那么 ,对 任何 ;二 5 必 有 seE A. 事实 上 ， 
d(7(s), y) < dy(s), 7(51))+d(y(s), y) 魏 5 一 5 十 7 一 5 一 了 一 3， 
d(7y(s), y) 之 d(x, y)—d(zr, 7(s)) 之 了 一 5. 

上 面 两 个 不 等 式 说 明 
d(7y(s), y) =r—s. 


这 样 ,我 们 证 明了 A 是 开 集 ,所 以 , A = [6, r]. 断言 (6. 1) 式 成 立 ,特别 地 ， 
y= 7(7). 

下 面 我 们 利用 命题 6.7 来 证 明 (iv). 设 K CM 是 任 一 有 界 闭 集 . 存在 常数 
C 二 0, 使 对 任何 RE K, d(x,&) 过 C. 因此 


命题 6.7 
KCily€EM,; dl(z,， y) 委 C| expzBc(0), 


其 中 Bc(0) CC TAM 是 原点 为 中 心 C 为 半径 的 闭 实心 球 ,是 紧 的 . 所 以 ， 
exp-Bc(0) 作 为 紧 集 的 连续 像 是 紧 的 ,从 而 ,K 作为 紧 集 的 闭 子 集 也 是 紧 的 . 
(iv) 过 (让 :首先 ,所 有 M 中 的 Cauchy 序列 {zx} 是 有 界 的 . 如 果 它 有 极限 点 
zo , 即 存 在 子 列 |x; | 一 zo. 那么 ,对 任何 e 汪 0, 存在 N, 当 n, 1>>N 时 ,有 
| d (xn, Zo) 一 QZ， xo) |= d(xz,, Ey ) ~ e, 


即 d(xi, xo ) 组 成 R 中 的 Cauchy 序列 ,一 定 收敛 . 
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lim d(xi, 2Zo ) lim d(z: ?9 Zo ) = 0， 


即 z; 一 zo. 男 一 方面 ,如 果 {z:} 没有 极限 点 ,那么 1z} 组 成 M 中 的 有 界 闭 子 集 . 
从 (iv) 的 假定 {zij 是 紧 的 . 由 于 序列 {zi 中 的 任何 点 都 不 是 极限 点 ,因此 存在 开 
集 zx; € U;, 它 不 包含 序列 中 的 其 他 任何 点 . {1U;| 是 {zi| 的 开 覆 盖 . 这 样 的 开 覆 
盖 不 存在 有 限 子 覆盖 而 与 紧 性 相 了 矛盾 .. 
证 去 

推论 6.8 完备 Riemann 流 形 中 任何 两 点 都 可 用 极 小 测 地 线 相 连接 . 

其 逆 不 然 , 只 要 考察 欧 氏 空间 中 的 凸 子 集 即 可 . 

推论 6.9 在 完备 的 Riemann 空间 中 , 任 一 点 出 发 的 指数 映照 是 满 映 照 . 

推论 6.10 紧 致 Riemann 流 形 是 完备 的 . 

推论 6.11 欧 氏 空间 中 的 闭 子 流 形 是 完备 的 . 


7 Jacobi 场 和 共 斩 点 


测 地 线 方 程 是 非 线 性 方程 ,如果 将 测 地 线 方程 沿 某 测 地 线 线性 化 就 得 到 联 
系 于 该 测 地 线 的 Jacobi 方程 ,从 而 引入 Jacobi 场 的 概念 . 研究 Jacobi 场 是 研究 
测 地 线 的 重要 手段 . 这 里 ,我们 先 推导 Jacobi 方程 ,证 明 它 的 基本 性 质 . 利用 
Jacobi 场 还 可 在 法 坐标 中 得 到 度量 张 量 的 渐 近 展开 . 

Jacobi 场 和 指数 映照 都 和 测 地 线 密切 相关 . 指数 映照 的 奇异 性 的 研究 导致 
共 轧 点 的 概念 . 本 节 阐 明了 它 和 Jacobi 场 的 关系 . 

下 面 , 先 从 几何 的 角度 来 推导 Jacobi 方程 . 

设 Riemann 流 形 中 有 双 参 数 的 光滑 映照 有 :la, 5]X[c, dj 一 M, 它 沿 卫 定 
义 了 两 个 向 量 场 代 和 CU 如 下 : 


T(r(z, “)) =T, ( ) 
U(r(z, w)) =T, ( ) 
每 个 WE [c, d] 定义 了 M 上 的 一 条 曲线 7 :[a, 5] 一 M, y,(t) ==T(z, u). 假定 
每 条 曲线 x, 都 是 M 上 的 测 地 线 . 我 们 称 下 是 单 参数 测 地 线 族 { 7y,}. 这 样 ,就 有 


9» 
. 


了 
ot 
9 
9u 


[T, U] =T. [名 , 充 ]=0， 
VrT = 0. 
从 而 我 们 得 到 


Vr VrTU = Yr YuT 
一 一 Yu YT 十 YT YuT 二 VYiv,nT 
= R(U, T)T =— R(T, U)T 


限制 于 初始 曲线 7 ,并 且 记 U = Vi,U, U = Vz。Vy。,U, 我 们 得 到 
U+R(Y,, U) 7 一 0. (7.1) 
沿 着 x, 的 向 量 场 上 ,如果 , 它 满足 方程 (7. 1), 则 称 U 为 沿 y。 的 Jacobi 场 . 
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方程 (7. 1) 称 为 Jacobi 方程 . 由 上 面 的 推导 我 们 可 得 到 下 列 的 引 理 . 
引 理 7.1 Riemann 流 形 中 任何 单 参数 测 地 线 族 的 横 截 向 量 场 一 定 是 
Jacobi 场 . 
我 们 再 从 方程 的 角度 来 推导 Jacobi 方程 . 测 地 线 方程 为 


要 :dw dw 
TO 0 


设 w 三 w(t) 是 它 的 一 个 解 .我们 计算 全 在 w = w(z) 的 线性 化 算 子 


Ti(v) = FT(w + so) |. 


直接 计算 得 到 
闪 , 芝 痕 + 4 2 人 
而 
一 吃 十 有 Se, 
he He 


2 di:v: ,9T dus dz dz dus i 


wi A 


df au df dd md dt 
;1 dust 2 ; dv dz mi) ot us dus 
Fm or lrg a Lb ps 
_ dv ,oT dx ;ni dus dut a 
dr 二 au, dt dt™ wT dt dt 
; dao dz ; dvu: dz dut du 


所 以 
De aTa — ee du, ds 
nO) Tl 十 工区 Th )o dt dz 
区 D’ vi 加] i dz 
de Moo st 
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注意 到 7 二 5 各 -2 以 及 R(7， 加 7 一 Riyw Se 9 2. ,Ti (b) 就 是 Jacobi 算 子 


我 们 来 进一步 研究 Jacobi 场 的 性 质 . 

设 y 是 M 中 的 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 , 沿 y 取 和 平行 向 量 场 构成 的 标 架 场 
lei(z)} 使 ej(z) = 7(z), U(z) 是 沿 y 的 Jacobi 场 . U(t) = 三 (t)ei(t)， 那么 ， 
Jacobi 方 程 (7. 1) 等 价 于 


fi(t) +Riafi(t) = 0, i, j= 1,.,n. (752) 
这 是 二 阶 线性 常 微分 方程 组 ,因此 ,我 们 有 下 列 引 理 . 

引 理 7.2 (i) 设 y 是 测 地 线 , v, 也 ETroM 是 两 个 给 定 的 向 量 , 那 么 , 沿 
存在 唯一 的 Jacobi 场 U ,使 U(0) = v, U(0) 一 ww; 

(ii) 洛 测 地 线 的 Jacobi 场 的 零点 是 离散 的 ,除非 该 Jacobi 场 恒 等 于 零 . 

证 明 (i) 由 常 微分 方程 的 性 质 立 即 得 到 . 

(ii) 如 果 Jacobi 场 U(z) 的 零点 有 极限 点 Y(to) ,那么 , 广 (为 在 趋向 于 加 的 一 
列 点 上 为 零 , 广 (z) = 0, 即 ,U(t。) = 0. 而 从 本 引 理 中 (i) 的 结论 知 U(s) = 0， 
U(to) 二 0 的 Jacobi 场 恒 为 零 . 

证 迄 
命题 7.3 洛 测 地 线 7 的 向 量 场 U 是 Jacobi 场 的 充 要 条 件 为 U 是 单 参数 
测 地 线 的 横 截 向 量 场 . 

证 明 充分 性 已 证 明 , 即 引 理 7. 1. 我 们 来 证 明 必 要 性 . 设 y:[0, 1 一 M, CU 
是 沿 y 的 Jacobi 场 且 U(0) = mw，U(0) = w. 

如 果 v 关 0. 作 测 地 线 5:[0, e] 一 M, 使 50) 王 7(0) ,5 (0) = vw. 沿 测 地 线 
5 定义 平行 向 量 场 T(w), W(w) ,使 T(0) = 二 7(0), W(0) = 一刀, 那么 ,对 任何 wuE€ 
[0, e], 定义 单 参 数 测 地 线 族 

Ys = exprw t(T(u) tuW (uu)). 
设 Ui 是 它 的 横 截 向 量 场 ,前 面 已 经 说 明 它 一 定 是 Jacobi 场 . 为 证 明 U = Ui, 只 
要 证 明 U (0) 一 了， Un (0) 二 w 就 够 了 . 显然 


U1,(0) = 


VU。 


9 
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u=0 


设 T 一 ,这 , 那 么 [Ti, U1] 一 0. 而 
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Ti(¢()) = Fexpet (Tw) +uW(w))| 
所 以 


Ui(0) 一 VroU = Vo T = VT 
= Veo (Tu) +uW(u)) = W(0) = w. 
当 v= 二 0 时 , 单 参数 测 地 线 族 退 化 为 
Ys = expxot(7(0) 十 ww). 
那么 , U1(0) = 0, 并且 


Ui(zt) = i(d EXPpr(0) )iy (0) Ww. 


从 而 
U1(#) = (d expxo )iy(w wt Vi (d expyxo )iyoo) Ww, 
特别 地 
U1(0) = w. 
这 就 证 明了 命题 . 


证 迄 
注意 到 7 以 及 :7 都 是 Jacobi 方程 的 解 .事实 上 ,我们 有 下 列 结果 . 
引 理 7. 4 设 品 是 沿 测 地 线 y 的 Jacobi 场 ,那么 ,存在 a, bE 民 , 使 


U = Ut (at + 565) 7, 
其 中 (UL，7) = 二 0, Ut 也 是 沿 7Y 的 Jacobi 场 . 
证 明 首先 ,由 二 Vy 7 二 0 及 Jacobi 方 程 (7.1) ,我们 立即 有 

ee ee 

MU， 7) = 亏 4DU， 7) = (U, 7) = 一 (R(7，U) >，7) = 0. 
因此 

(U, 7 一 az 二 Ta 2 ER. 

定义 Uti==U 一 (at 十 56) 7, 其 中 ,a 二 a/171:,5= 二 0/171. 那么 ,显然 有 
《Ut , 7) 一 0, 而 且 


Ut=U=—R(7, U)7 =—R(Y, Ut)y, 
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即 UL 满足 Jacobi 方程 . 
证 迄 

这 个 引 理 说 明 非 平凡 的 Jacobi 场 是 与 测 地 线 正 交 的 . 我 们 称 为 正 交 
Jacobi 场 . 

从 引 理 7.4 可 知 (U(z),， 7 ) 是 i 的 线性 函数 ,如 果 它 有 两 个 零点 必 和 恒 等 于 
零 . 这 样 ,有 以 下 推论 . 

推论 7.5 设 口 是 沿 测 地 线 7y 的 Jacobi 场 ,如 果 , 存 在 关 ti 使 (U(zi)， 
7(1)) 二 《U(ts), 7(1;)) 二 0, 那么 ,U 是 正 交 Jacobi 场 ， 

引 理 7.6 对 任何 XE M, v€ T,M, XE€ T,(T,M), (X, v) = 二 0, 那么 ， 
单 参 数 测 地 线 族 y,(t) 二 expst(v 十 uX) 的 横 截 向 量 场 UU 是 y(t) = 二 Yo(t) 的 正 交 
Jacobi 场 . 

证 明 


U(0) = expst (vt uX) 一 0， 


而 
到 (U， T) Ws (VrU, T) | = (VoT, T) |.-。 
a _1239 
2 2 ls T) | 2 元 (z 十 2 ， v 十 uX) | 
Cp 2 ,2 2 
= A 
因此 


(U, 7) = (U, 7) |,-o = 0. 
证 图 
附注 ”由 于 U(1) = (d exp;),X, 因此 
((d exp:),X, 7(1)) = 0. 


这 说 明 Gauss 引 理 不 限于 小 范围 成 立 . 

我 们 现在 利用 Jacobi 场 来 考察 度量 张 量 在 法 坐标 中 的 渐 近 展开 . 从 中 可 看 
出 Riemann 流 形 中 曲率 与 度量 的 关系 . 

对 任何 p € M, 设 7 为 从 点 2 出 发 的 测 地 线 ,上 且 7(0) ==& 设 0U 以 及 V 是 
沿 y 的 Jacobi 场 , 满 足 U(0) =V(0) =0, U(0) = 7,V(0) 一 和 根据 Jacobi 方 
程 (7.1) 我 们 来 考察 (U,V ) 沿 测 地 线 7 的 渐 近 展开 . 由 于 
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U(0) = 0, U(0) =— R(é, 7)é, 


V(0) = 0, V (0) =— R(é, £6)é, 


因此 
(U, V) |。 一 0， 
(U, Vy |。 一 0， 
〈U ， V)” |。 ee 247， 2 ， 
《UV 1 0， 


(U,V |= (U,V + V+, D+AU, V+U, V)) ho 


我 们 得 到 
(U,V) = (7, OF—3RE, DE, Or + ol(#). 


这 个 关系 式 可 用 来 得 到 度量 张 量 在 法 坐标 中 的 展开 式 . 设 工 一 (zx!,…， 
z") 是 以 p € M 为 中 心 ,关于 T,M 中 正 交 基 的 法 坐标 . 对 固定 的 (xz! ，…， xz”)， 
从 点 Pp 出 发 的 通过 该 固定 点 的 测 地 线 为 y = ( 克 !，…, tr"). 考虑 单 参数 测 
地 线 族 


ai(t, s) = (tz, , tz 二 ss), …, tr"). 


它 的 横 截 向 量 场 为 


这 是 Jacobi 场 , 且 满足 U.(0) 二 0, UD.(0) 一 3. 将 它 代入 上 述 Jacobi 场 的 渐 近 
展开 式 就 得 到 度量 张 量 的 展开 式 ; 


9 
az 


gs(tr) 一 二 (0 Ui) 一 而 一 言 (R(z, Fo )e, FF tol(#). 

指数 映照 由 测 地 线 来 定义 ,而 Jacobi 场 和 测 地 线 密切 相关 . Jacobi 场 和 指数 
映照 的 关系 如 何 呢 ? 下 面 来 研究 Jacobi 场 和 指数 映照 的 关系 . 首先 , 指数 映照 
的 微分 d exp: 在 径 向 的 映像 是 测 地 线 的 切 向 而 不 可 能 退化 . 因此 ,只 要 考虑 
(d expz), 在 XX 的 奇异 性 ,其 中 X 满足 


XETTM，(X,v) 一 0. 
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考察 引 理 7.6 中 的 单 参数 测 地 线 族 y,(z) = expzt(v 十 uX), 它 的 模 截 向 量 
场 U 是 沿 测 地 线 y(z) = expztv 的 Jacobi 场 . 那么 


U(1) = expst (vuX) ,oo = (d exp: ),oX. 


所 以 
(d exp; ),X = 0SU(1) = 0. 


而 U(0) = 0. 这 说 明 (d expz), 在 v € TM 退化 导致 沿 测 地 线 yY(i) 二 expztv 存 
在 正 交 Jacobi 场 U, 它 满足 U(0) = U(1) = 0. 

反之 ,如 果 沿 测 地 线 y:[0, 1] 一 M 存在 非 零 Jacobi 场 U, U(0) ==U(1) = 0， 
那么 ,从 出 发 的 指数 映照 ,在 7(0) 有 奇 点 . 为 此 ,考察 单 参数 测 地 线 族 


expst (7(0) +uU(0)). 
它 的 横 截 Jacobi 场 Ui 为 
U1(t) = t(d exps)iyo U (0). 
我 们 有 U1(0) = 0, 以 及 


D1(0) = d(exp:)。 DU(0) + ft((d exps)yew U0))| = U0). 


所 以 ,U = Un ,而 
0 一 U(1) = Ui(1) = (d exp;) yo U(0), 


但 U(0) 关 0. 这 就 证 明了 下 列 结果 . 

引 理 7.7 d exp; 在 v ET:M 退化 的 充 要 条 件 是 沿 测 地 线 7y(i) 一 expztv， 
存在 非 零 正 交 Jacobi 场 U ,使 U(0) = U(L) = 0. 

定义 7.8 对 任何 x ECE M, 如 果 d exp; 在 vE TM 退化 ,那么 ,x 二 expsv 
称 为 点 工 洛 测 地 线 7y(ti) 二 expstv 的 共 赤 点 (conjugate point). 它 就 是 指数 映照 
exp。 的 临界 值 . 

引 理 7. 7 告诉 我 们 y(1) 是 Y(0) 的 共 轿 点 , 反 过 来 ,Y(0) 也 是 Y(1) 的 共 圈 
点 . 共 斩 点 的 重 数 就 是 临界 值 的 重 数 , 即 (d exp; ) 核 空间 的 维 数 . 

引 理 7.9 设 7y:[0, 1] 一 M 是 测 地 线 .如果 Y(1) 不 是 Y(0) 的 共 轿 点 ,那么 
对 任何 vo EE TxoM 和 vi 和 Tyua M,， 党 7y 存在 唯一 的 Jacobi 场 了 ,使 J(0) 一 Wo， 
J(1) = vi. 
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证 明 对 m 维 Riemann 流 形 的 沿 测 地 线 的 Jacobi 场 是 二 阶 线性 常 微分 方 
程 的 解 , 解 的 全 体 构 成 2m 维 的 线性 空间 . 设 8 是 J(0) = w 的 Jacobi 场 全 体 . 那 
么 , dim = m. 定义 线性 映照 4:8 一 Ty)M 为 A(J) = (1). 我 们 断言 A 是 
单 映照 . 否则 ,有 J, J € 了 满足 J1(1) == J(1), 那 么 J 一 J 也 是 沿 y 的 Jacobi 
场 ,并 且 满 足 (太一 Jz)(0) = (J 一 J)(1) = 0. 这 样 ,如 果 古 一 J 关 0 时 和 
7Y(1) 不 是 y(0) 的 共 斩 点 相 矛 盾 . 我 们 说 明了 A 是 单 映 照 ,同时 ,注意 到 它 又 是 同 
维 数 线性 空间 之 间 的 线性 映照 ,一 定 是 同 构 映照 . 
证 迄 
显然 , 欧 氏 空间 沿 任 一 条 直线 没有 共 纯 点 . 对 任何 常 截面 曲率 < 的 流 形 , 曲 
率 张 量 为 
R(e;, e;)e: = k(Bae; 一 Ohei)， 


其 中 ,ie 是 M 上 的 任 一 点 附近 的 局 部 么 正 标 架 场 . 沿 任 一 弧 长 为 参数 的 测 地 
线 y(s) , 取 平 行 标 架 场 fei(s*)}, ei(s) = 7(s), 那么 , 正 交 Jacobi 场 J = fre,(s)， 
CQ 一 2 “1 ， 并 且 ,方程 (7. 2) 化 为 

f°(s)+x«f"(s) = 0. 
产 (0) = 0 的 通 解 为 


sin(e)， 当 k > 0; 
f°(s) = 4 cs, 当 k = 0; 
sinh(v 一 ks)， 当 k 三 0， 


其 中 c 为 由 J (0) 所 决定 的 任意 常数 .我 们 得 到 
J(s) = fre, = SE(s), (7.3) 
其 中 EE(s) = ce。(s) 为 沿 7y 的 平行 向 量 场 . 而 


记 sinWs) 当 k > 0; 
S.(s) = 43， 当 « = 0; (7. 4) 
LM 


特别 地 ,对 单位 球面 < = 1, Jacobi 场 为 
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J(s) = sin sE(s). 
这 样 ,我 们 说 明了 球面 中 任何 一 对 对 径 点 关于 连接 它们 的 任何 测 地 线 互 为 共 
斩 点 . 
一 般 地 ,知道 了 截面 曲率 的 界 就 可 对 Jacobi 场 的 大 小 作出 估计. 设 


cos(Vks ) ， 当 w > 
C.(s) = 41, 当 « = 0; (7. 5) 
cosh(v 一 6)， 当 kx<=0. 
S. 和 C. 都 满足 方程 
三 十 ef 一 0， 


但 满足 不 同 的 初始 条 件 . C.(s) 满 足 f(0) = 1, (0) = 0, 而 S.(s) 满 足 初始 条 
件 F(0) = 0， 矿 (0) = 1 

命题 7.10 设 y 是 以 缴 长 为 参数 的 测 地 线 ,J 是 港 7 的 Jacobi 场 . 如 果 , 洛 
着 7 流 形 的 截面 曲率 有 上 界 k 过 1, 4 之 0. 令 


f,=|J(0) |C,+| J |’(0)S,. 
如 果 , 对 5s 和 (0， 0),， 有 f,(5) 二 0， 那么 ;对 sE 《0， 0)， 有 估计 
| J(0) | G(s)+| 71 (0)S Cs) 委 | 1(s) |， (7. 6) 


其 中 S 和 CC, 如 (7.4) 式 .(7.5) 式 所 示 . 
证 明 首先 ,注意 到 f, 满足 方程 f°, 十 jf = 0 以 及 初始 条 件 f,(0) = 
1 7(0) |, (0) = 上 | 1 ‘(0). 从 直接 计算 可 得 


I Ce 
从 而 ,由 Jacobi 方程 和 曲率 条 件 ,得 到 


1 + 一 (RON DY, 1)+x(], 7)) 
Fl 0; 


又 考虑 到 f, 满足 的 方程 ,得 到 
CHT | 


(7.7) 


即 
上 
这 里 ,初始 条 件 f,(0) =| J(0) |, 产 (0) ==| 1 (0). 据 此 可 得 
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(= 去 71.7 1f) >>0， 
从 而 


0. 
2 A 


这 就 证 明了 命题 . 
证 记 
附注 ”类 似 地 ,知道 了 截面 曲率 的 下 界 k 宇 ^, A 三 0, 就 可 以 估计 Jacobi 场 
模 长 的 上 界 , 见 [2]. 
推论 7.11 M 是 完备 的 Riemann 流 形 , 它 的 截面 曲率 非 正 ,那么 ,对 任何 
XE M, exp;:T,M -> M 没有 共 轿 点 . 
证 明 设 丁 是 沿 测 地 线 y:[0, ce) 的 Jacobi 场 ,满足 J(0) = 0, (0) 关 0. 
根据 (7.7) 式 , 当 y = 二 0 时 ,| 1 宕 0. 
若 存 在 最 小 的 t。€ (0, ce), 使 1J 了 | (so) = 0( 由 Jacobi 场 零点 的 离散 性 )， 
那么 ,在 (0, z) 中 | 了 J|>0, 而 与 1J 1 之 0 矛盾 . 
证 迄 
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Riemann 流 形 的 子 流 形 理论 有 丰富 的 内 容 , 这 里 仅 给 出 一 些 基本 定义 ,并 阐 
明 全 测 地 子 流 形 与 等 距 变换 的 关系 .最 后 给 出 焦点 的 定义 , 它 是 共 斩 点 概念 的 推 
广 .关于 子 流 形 理论 ,特别 是 极 小 子 流 形 理论 ,请 参阅 作者 的 男 一 著作 [291. 

设 M 和 NN 是 Riemann 流 形 ,$:M>N 是 浸入 . 如 果 , 对 任何 X,Y € TsM， 
(X,Yyw 二 ($,X ,$Y)n, 那么 ,$ 称 为 等 距 淄 入 (isometric immersion),M 就 
称 为 Riemann 淄 入 子 流 形 (immersed submanifold) ,简称 子 流 形 . 如 果 $ 是 肉 入 ， 
那么 ,M 称 为 Riemann 人 嵌入 子 流 形 (imbedded submanifold) ,或 正则 子 流 形 . 

设 六 是 2” 维 Riemann 流 形 ,M 是 m 维 Riemann 流 形 ,MN 是 等 中 浸入. 
假定 =m 十 &, 当 有 >0, 上 & 称 为 M 在 N 中 的 余 维 数 .如果 &= 二 1, 子 流 形 M 称 
为 N 中 的 超 曲面 . 

在 等 距 浸入 时 ,往往 把 M 中 的 点 p € M 等 同 于 它 在 入 中 的 像 $(p). 那么 ， 
对 任何 p € M, 外 围 空间 NN 在 点 p 的 切 空间 TsN 可 分 解 成 子 流 形 M 在 p 的 切 
空间 T,M 和 它 在 TN 中 的 正 交 补 ,法 空间 (normal space) NM 的 直 和 . 这 样 的 
分 解 是 可 微 的 . 所 以 , 切 从 TN 沿 着 M 有 直 和 分 解 


TN lw = TN 中 NM. 


分 别 用 (…) ”以 及 (…)” 表示 向 量 在 切 从 TM 和 法 从 NM 的 投影 . 

设 志 为 N 上 的 Levi-Civita 联络 ,而 V 则 表示 M 上 的 Levi-Civita 联络 . 对 任 
何 V, WE TT(TM), 我 们 有 YrvrW = (VvW)'. 容易 验证 V 是 子 流 形 M 上 的 
Levi-Civita 联 络 . 定义 


def __ 
Byw 一 (VvW)v = YvW — YrvW. 


容易 验证 B 是 取 值 于 NM 的 TM 上 的 对 称 二 次 型 . B 称 为 子 流 形 M 在 NN 中 的 
第 二 基本 型 式 (second fundamental form). 

定义 8.1 如 果 B 二 0, 那么 ,MM 称 为 N 中 的 全 测 地 子 流 形 (totally geodesic 
submanifold ) . 

命题 8.2 设 M 是 NN 的 子 流 形 . 它 是 全 测 地 子 流 形 的 充 要 条 件 是 对 任何 
PEM, 过 pp 并 且 和 人 M 相 切 的 外 围 空 间 N 中 的 测 地 线 一 定 是 子 流 形 M 中 的 测 
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地 线 . 

证 明 对 pEM,vE TiM, 有 外 围 空 间 N 上 的 测 地 线 y(s) ,使 7(0) = zp， 
7(0) = w 又 设 5 是 子 流 形 M 上 的 测 地 线 ,使 5(0) = p，5(0) =v, 那么 , 当 M 
是 全 测 地 子 流 形 时 , B 三 0, 以 及 

Vit = Vit+B(t, 8) = 0 
这 说 明 5 也 是 N 上 的 测 地 线 , 由 测 地 线 方程 的 唯一 性 可 知 5 = y, 因此 , yE M. 

反之 , 设 外 围 空 间 N 中 与 子 流 形 M 相 切 的 测 地 线 y (5)，y(0) E M， 
7(0) E Tyxo M, 我 们 有 事 ; 7 = 0, 根据 假设 ,同时 它 又 是 子 流 形 M 中 的 测 地 线 ， 
即 Vy y= 0, 从 而 


B(v, v) = V7) zy 一 Vro 7 = 0, 


其 中 ,= 7(0) 是 任意 的 ,这 就 得 到 B 二 0. 
证 迄 

这 个 结果 说 明 全 测 地 子 流 形 是 测 地 线 的 高 维 推广 . 例如 ,平面 是 恨 中 的 全 
测 地 子 流 形 ,球面 就 不 是 . 一般 而 言 ,全 测 地 子 流 形 是 很 少 的 . 如 果 流 形 有 充分 多 
的 对 称 ,就 会 有 全 测 地 子 流 形 . 

如 果 dim M = dim N, 那么 ,等 距 浸 入 就 称 为 局 部 等 距 (local isometry) ,等 
距 工 入 称 为 整体 等 距 ,或 简称 为 等 距 (isometry). 

容易 验证 Levi-Civita 联络 ,曲率 张 量 都 是 局 部 等 距 不 变量 . 

从 命题 8. 2 以 及 截面 曲率 的 几何 解释 ( 见 本 书 第 5 部 分 末 ) ,立即 可 得 下 述 


他 


题 . 
命题 8.3 设 M 是 N 中 的 全 测 地 子 流 形 ,x 和 有 分 别 是 M 和 NN 中 的 截面 曲 
率 , 那 么 ,对 任何 2 维 平面 下 CTM,zEM, 必 有 HK( 开 ) = x(E). 
我 们 来 证 明 等 距 和 全 测 地 子 流 形 关系 的 结果 . 
定理 8.4 Riemann 流 形 N 到 自身 的 局 部 等 距 的 不 动 点 的 集合 是 全 测 地 子 
流 形 . 
证 明 设 $:NN 是 给 定 的 局 部 等 距 , M= {y € N, $y) 三 ?是 不 动 点 
的 集合 . 
首先 说 明 M 具 流 形 结构 . 设 zE M, 有 
B(6)= {lv€E TN, |v|<d}, 
B;= {y€EN,d(zr,»y)<=d. 


我 们 可 以 取 6 充 分 小 ,使 exp::B(6) 习 B 是 微分 同 胚 . 
设 大 = fv € TN; $,v 二 vj. 那么 ,下 是 TN 的 线性 子 空间 .我 们 只 
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要 证 明 
MN B; = exp:(F fN BO)). 


如 果 y EE MN 站 B,, 取 vE€ B(6), 使 expsv = y 并 且 7Y:[0, 1] 一 六 是 连接 z 
和 y 的 唯一 极 小 测 地 线 y(t) = expztv. 由 于 x, y € M, 因 此 $x) 一 工 , $(y) = y. 
注意 到 $8(Y) 也 是 连接 x 和 yy 的 极 小 测 地 线 ,从 而 ,$(7Y) 二 7. 特别 地 ,$8.7(0) = 
7(0), 即 $.v = v, v€ 下 .这 就 证 明了 yy € exp-( 丰 由 B(6)), 也 就 是 M 门 B,C 
exp:(F 门 B(6)). 

反之 , 设 y 二 expzv, v€ 下 门 B(6), 7Y:[0, 1] 一 NN 是 测 地 线 7y(z) = 
expztv, 那么 ,$8(Y(t)) 也 是 测 地 线 , 并 且 还 有 #7Y(0)) = $7z) 一 工 以 及 
(87)) (0) = $,.7 (0) = $v = v= 7y(0). 由 唯一 性 得 ,$(Y) = Y. 特别 地 ， 
$(y) = 二 8(7Y(1)) = 7(1) = y, 即 y € M 中 Bs. 我 们 证 明了 


MN B,; = exp:(F fN BO)), 


M 因而 具有 流 形 结构 . 

上 述 关 系 也 说 明 :过 M 上 的 点 并 且 与 M 相 切 的 N 中 的 测 地 线 7, 经 $ 作 用 
以 后 p(yY) 也 是 具有 相同 初始 条 件 的 测 地 线 , 所 以 , 测 地 线 在 等 距 #5 作用 下 不 动 
$(7) = 二 7, 而 落 在 M 中 ,根据 命题 8. 2,M 是 全 测 地 子 流 形 . 

证 迄 

作为 共 斩 点 的 推广 ,还 可 引进 焦点 (focal point) 的 概念 . 设 M 是 NN 的 子 流 
形 , 记 NM 是 M 在 NN 中 的 法 从 ,那么 ,exp|nwm 的 临界 值 ,就 称 为 子 流 形 M 的 焦 
点 .显然 , 当 M 退化 成 一 点 时 ,焦点 就 成 为 共 斩 点 . 

我 们 不 讨论 一 般 子 流 形 的 焦点 ,而 考虑 N 上 一 类 特殊 超 曲面 的 焦点 . 设 
7:[0, 5] 一 NN 是 弧 长 为 参数 的 测 地 线 . 记 在 点 x = 7Y(0) 所 有 与 y 正 交 的 测 地 线 
全 体 构成 的 超 曲 面 为 M, 它 称 为 点 z 的 测 地 超 曲 面 . 考虑 从 xz 出 发 的 与 7 正 交 
的 某 一 测 地 线 5(x) C M. 将 >(0) 沿 E(w) 平 行 移 动 得 到 向 量 场 T(w) ,考虑 单 参 
数 测 地 线 族 7, = expxwtT(u). 从 命题 7.3 的 证 明 可 见 , 它 的 横 截 向 量 场 J(z) 满 
足 J(0) = 二 8(0), 了 (0) ==0. 因此 ,J 是 J(0) = 0 的 沿 着 7 的 Jacobi 场 . 如果， 


存在 一 点 c，0 之 。<5, 使 于 | 一 了 (c) 一 0, 那么 ,7(c) 是 expl ww 的 一 个 临界 


值 , 即 y(c) 是 M 的 一 个 焦点 ,也 称 y(c) 是 x = 7Y(0) 沿 7 的 焦点 .上 面 的 分 析 说 
明 y(c) 是 y(0) 焦 点 的 条 件 就 是 沿 y 存在 非 零 Jacobi 场 J 了 ,使 三 (0) = 二 0, J(c)= 
0. 不 难说 明 ,这样 的 Jacobi 场 是 正 交 Jacobi 场 . 


9 Cartan-Hadamard 定理 


J. Hadamard 在 1898 年 证 明了 在 非 正 Gauss 曲率 的 完备 的 单 连 通 曲 面 M 
上 ,对 任何 一 点 x € M, 从 点 工 出 发 的 指数 映照 exp.:T:M-~M 是 微分 同 胚 . 
E. Cartan 在 1928 年 将 它 推广 到 高 维 . 这 个 定理 不 仅 指出 了 流 形 和 欧 氏 空间 微分 


Cartan-Hadamard 定理 稍微 再 一 般 一 点 (定理 9. 1 ). 

定理 9.1 设 M 是 单 连通 并 且 完 备 的 Riemann 流 形 .如果 , 对 任何 xXx EM， 
exp- :T-M-~>M 没有 巷 点 ,那么 ,expz 是 微分 同 胚 .特别 地 ,在 具 非 正 蕉 面 曲率 
的 单 连通 完备 流 形 中 ,从 任 一 点 出 发 的 指数 映照 是 微分 同 胚 . 

定理 9. 1 是 下 列 一 系列 引 理 的 推论 . 

引 理 9.2 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ,$8:M->IM 是 局 部 等 距 , 那 么 ,$ 是 
履 盖 映照 , 且 M 是 完备 的 . 

证 明 $$ 作为 局 部 微分 同 胚 是 开 映 照 ,$(M ) 是 M 中 的 开 集 . 如 果 $ 不 是 满 
映照 , 则 $8(MM) 是 M 中 的 真子 集 . 存在 p € Bad($( 太 )), p & $( 太 ). 存在 p 在 M 
中 的 邻 域 B.(p) ,使 B.(p) 中 任 一 点 都 可 与 p 用 极 小 测 地 线 相连 接 . 

取 zE B.(p) 败 $( 夺 ), 即 存在 人 € 太 , 使 $( 信 ) = zx. 设 连接 p 和 zz 的 测 
地 线 y:[0, 1] 一 M, 使 7Y(0) = xz, y(1) = p. 利用 局 部 等 距 又 考虑 到 M 完 备 ,得 
到 M 中 的 测 地 线 7:[0, 1] 一 三 ,使 %7) = 7. 特别 地 ,p = 7(1) = $(7(1)) € 
$(MM) , 而 与 p 的 选取 相 予 盾 . 因此 , $: 闻 -> M 是 满 映照 . 

同样 的 道理 ,过 xz = $() E M 的 任何 一 条 测 地 线 必 是 M 中 过 元 某 一 测 地 
线 7 的 像 %7>) , 因 ?> 可 无 限 延 伸 ,g%7) 也 可 无 限 延 伸 , 所 以 ,M 是 完备 的 . 

对 任何 zxE M, 取 $ 充 分 小 ,使 


exp::B(6) = flvETM, |v|<6—>B,= {y€ M,d(zx,y)<=d 
微分 同 胚 . 由 于 $ 是 局 部 等 距 , 因 此 六 ' (xz) 是 离散 的 . 设 拉 (x) = YE€ 


日 
是 
My 令 


» 


B;= |yY € M, d(z,, 7$)<=d), 
我 们 来 验证 B; 是 xz 的 特征 邻 域 , 即 
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(i) #1(B;) = U; B;; 

(ii) $: B; 一 B; 是 同 胚 ; 

(ii) B;N Bi= 2,i#¥j. 

(i) 对 任何 2 € 科 (B;), 即 Z € Mg 之 ) € Bs ,用 唯一 的 极 小 测 地 线 ¢(z) 
连接 $(zZ) 和 zx, 使 5(0) = $8(z), Kt(1) = xz. 由 于 #$ 是 局 部 等 距 并 且 扩 完备 , 因 
此 存在 测 地 线 Z(t) € 好 ,使 5(0) = ZZ, $(Z(z)) = 5(z). 特别 地 ,$8( 人 (1)) = 
5(1) =x. 所 以 ,存在 i, 使 Y(1) = zi. 由 于 & 的 长 度 L(t) 二 6, 从 而 ,L(Y) = 
L(5) 二 6. 这 意味 着 之 = 5(0) € B;, 即 


$7 (B,) CU B;. 


反 过 来 ,对 任何 z € B;, 有 极 小 测 地 线 & 连接 2; 各 ,那么 ,8(C) 是 从 工 
出 发 的 测 地 线 , 并 且 它 的 长 度 L($(58)) = L(8) < 之 6, d(x, 太 Z)) < 9, 从 而 ， 
ZZ EW!(B,). 这 就 证 明了 
#1(B,) = U B;. 
(ii) 局 部 等 距 将 测 地 线 变 成 测 地 线 ,而 测 地 线 又 由 初始 条 件 唯 一 确定 ,所 以 
expk z)$. 姜 一 yexp= 售 , 即 有 图 9.1 所 示 的 交换 图 . 


Tz M T.M 
EXP expz 
M M 
多 
9.1 
特别 地 ,有 图 9.2 所 示 的 交换 图 . 
B.(0) B(0) 
exps exp- 
B; a B， 
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因为 %. 和 exp; 都 是 微分 同 豚 ,所 以 它们 的 复合 
plexps) = expz 风 ， 


也 是 微分 同 胚 , 因 而 exp = 是 单 映 照 . 又 由 MM 的 完备 性 , 它 又 是 满 的 ,所 以 ,exp > 
是 同 胚 . 再 从 上 式 我 们 得 到 % 是 8; 和 了。 的 同 胚 . 

(ii) 如 果 i 关 j, B; 败 Bi 关 儿 ,那么 ,存在 2 € B; 败 Bi. 设 2; 和 &; 分别 
是 连接 之 入; 以 及 之 入 ; 的 唯一 测 地 线 . 同时 ,5 是 B, 中 连接 $(Z) 和 xz 的 唯 
一 测 地 线 , 因 此 有 兴 号 ) 一 g 二 ). 这 说 明 Z; 和 &, 都 是 5 过 之 的 提升 . 由 唯一 性 
得 纪 = 7; ,导致 ; 二 2; , 得 到 矛盾 . 

证 过 

引 理 9.3 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ,对 EM，exp-:T-M-~M 无 共 斩 
点 ,那么 ,exp; 是 覆盖 映照 ， 

证 明 设 g 是 M 上 的 完备 度量 .利用 指数 映照 在 切 空间 T.M 上 定义 拉 回 
度量 g = exp: g. 我 们 来 证 明 g 一 定 是 完备 度量 . 事实 上 ,在 TM 上 ,从 点 0 出 
发 的 射线 7:[0, co) 一 T,M, 7(t) = ww, 在 指数 映照 下 是 M 上 从 点 x 出 发 的 测 
地 线 Y(t) = exp。 >. 从 定义 立即 知道 exp; :(T,M, g ) 一 (M, g) 是 局 部 等 距 . 
所 以 


(d exps) V3 7 = Yaw)? (dexp)7 = YY;77= 0. 


根据 无 共 轿 点 假设 ,Y 仓 了 二 0. 所 以 ,TM 中 从 点 0 出 发 的 射线 在 度量 g 下 是 
测 地 线 ,它们 都 是 可 以 无 限 延长 的 ,因此 ,g 是 T,M 上 的 完备 度量 . 根据 引 
理 9. 2 立即 得 到 exp, 是 覆盖 了 映照. 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 
证 志 

定理 9.1 的 证 明 当 M 是 单 连通 时 ,我们 只 要 证 明 expz 是 单 映 照 . 否则 ， 
存在 vi, vs 使 y= 二 exp-vi 一 exp-us. 用 曲线 > 连接 vi, vi ,那么 , exp- 字 一 7 是 
过 y 的 闭 曲 线 . 从 M 的 单 连通 性 ,这 条 闭 曲 线 同 伦 于 y. 覆盖 映照 具有 性 质 : 它 
可 将 底 流 形 上 曲线 的 同 伦 形变 提升 上 去 . 因此 ,覆盖 映照 exp, 可 将 曲线 7 收缩 
到 一 点 yy 的 同 伦 提升 到 TjM 上 收缩 到 一 点 的 同 伦 . 所 以 , mm = vs ,exps 是 同 
胚 .又 由 于 exp: 无 共 轿 点 ,因而 是 微分 同 胚 . 

特别 地 , 当 M 具有 非 正 截面 曲率 时 ,从 推论 7.10 知 MM 没有 共 轿 点 . 因此 ， 
从 任何 点 出 发 的 指数 映照 是 微分 同 胚 . 

我 们 也 可 直接 证 明 具 非 正 截 曲 率 的 流 形 一 定 没 有 共 轿 点 . 设 U 是 沿 测 地 线 
的 正 交 Jacobi 场 , 且 U(0) = 0. 令 f= (U,U). 那么 
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FU 
f=2(U,U)+21U0|:—2(R(Y, U) 7, U) 
一 21U1 过 0， 


上 述 最 后 不 等 式 由 于 截面 曲率 处 处 非 正 的 假定 . 由 于 Jacobi 场 U 的 零点 是 离散 
的 ,如 果品 存在 男 外 的 零点 , 设 最 近 的 零点 在 ,那么 , f 宇 0, f(0) = f(w) 二 0， 
这 和 了 产 宇 0 相 矛 盾 , 因 此 ,M 没有 共 轿 点 . 

证 迄 


10 室 间 形式 


此 处 研究 最 简单 的 Riemann 流 形 : 常 截面 曲率 的 完备 Riemann 流 形 , 即 所 
谓 空 间 形 式 (space form). 在 Riemann 流 形 M 上 ,如 果 关 于 度量 g 的 截面 曲率 


是 ,那么 ,关于 度量 4g, ) > 0 的 截 曲率 是 二 xc. 因此 我 们 只 要 讨论 截 曲率 为 0， 


1, 一 1 的 情形 . 

我 们 先 用 例子 说 明 三 类 空间 形式 的 存在 性 , 即 欧 氏 空间 .单位 球面 和 双 曲 空 
间 . 对 双 曲 空间 我 们 介绍 了 常用 的 三 种 几何 模型 以 及 它们 间 的 相互 关系 . 进而 ， 
我 们 运用 Cartan-Hadamard 定理 证 明 单 连通 空间 形式 的 唯一 性 . 最 后 ,我们 还 
介绍 了 空间 形式 中 的 “平面 公理 ”和 三 角 公 式 . 

具 平 坦 度 量 的 欧 氏 空间 是 完备 的 、 截 面 曲 率 为 零 的 Riemann 流 形 . 

命题 10.1 单位 球面 S" CC R"!i(n 守 2) 有 常 截面 曲率 十 1. 

证 明 7 一 2 时 ,容易 从 直接 计算 得 到 .在 第 4 部 分 中 已 作为 例子 计算 过 . 

. 当 n 宇 3 时 ,定义 R™! 中 的 等 距 $: RR" 一 RR 如 下 : 
$ (zx!, zx’, ZX ， x4, 9 zx™1) a (zx, 2 Zz’, — Zz， ， 一 ze+1l )， 

它 诱导 了 球面 上 的 等 距 $:S" 一 S". 并且 ,$ 的 不 动 点 恰好 是 S*(C R"™) = (z， 
xz” ,XT' ,0,…, 0). 根据 定理 8.4,S 是 S" 的 全 测 地 子 流 形 . S 的 截面 曲率 为 
1 ,根据 命题 8. 3 ,我 们 得 到 S" 的 某 一 截面 E C TS" 的 截面 曲率 x(E) = 1. 

设 EF CTS" 是 另 一 个 二 维 平面 . 设 {e:, es| 张 成 ,点 p 的 位 置 向 量 是 
Entl, el ? es 张 成 ,点 dq 的 位 置 向 量 是 e4hH。 

首先 ,在 Entl 和 en 的 平面 中 作 一 旋转 $ 将 Entl 变 到 enn 9 同时 ,$ 将 EC 
T,M 变 到 E C TM. 进而 ,我 们 又 有 使 g 不 动 的 旋转 # ,将 EE 变 到 E’ ,所 以 ,等 距 
9。$ 将 p 变 到 9g, 同时 将 EC TS" 变 到 E' CT,S". 这 就 证 明了 &(E’)=1. 

证 迄 
命题 10.2 在 单位 开 实 心 球 B" C 民 " 上 赋予 双 曲 度量 


ds 一 一 一 一 一 一 一 >》 (dri)’ (10. 1) 
(1 一 于 (xz) )? > 


组 成 常 截面 曲率 为 一 1 的 完备 的 Riemann 流 形 晶 
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证 明 ”首先 证 明 完 备 性 . 考察 曲线 5:[0，ce) 一 B" , 它 定义 为 


-人 (人 


直接 计算 不 难 验证 其 中 * 为 弧 长 参数 ,并 且 ,5([0, co)) 是 B" 中 等 距 $: 


gz ， ”9 Zz”) 一 交 Ce = ”9 


的 不 动 点 集 .因此 ,5(*) 是 H" 中 的 测 地 线 . 注意 到 , R" 中 的 任何 正 交 线性 变换 A 
限制 于 B" 时 变 成 B" 关于 双 曲 度量 (10. 1) 的 等 距 . 因此 ,A(¢) 是 从 原点 出 发 的 
测 地 线 的 全 体 . 它们 是 可 以 无 限 延伸 的 . 根据 Hopf-Rinow 定理 ,时 " 是 完备 的 . 

下 面 ,我 们 进一步 说 明 时 具有 常 截面 曲率 一 1. 

设 过 点 p 的 截面 + E T,H" 全 R". 设 E 是 由 x 和 p 点 组 成 的 R" 的 3 维 子 空 
间 ( 如 果 x 已 包含 p 或 p = 0, EE 不 是 唯一 确定 的 ). 记 R"== Et. 注意 到 映照 
(e, e-)>(e, 一 e+),e Ek,er€ Et 限制 于 B" 时 是 等 距 的 且 以 E 站 B" 为 不 
动 点 集 . 因此 ,E” ==ENB" 是 有 的 全 测 地 子 流 形 .根据 命题 8.3, 只 要 计算 x 在 
E' 中 的 截面 曲率 就 得 到 在 时" 中 的 截面 曲率 . 由 于 可 通过 适当 的 正 交 线性 变换 
使 EF = (xz!, zx?, x , 0, …, 0), 我 们 不 妨 假 设 E =B=B*N 败 Ri. 

取 B 中 的 球 坐 标 ,使 (10. 1) 式 化 为 


ds’ 一 Cd +p dy 十 pcos 0d$ ). 
定义 
0 Se 2 2 xX, = 1—P 9 » OY et we 
2 go 2p 3 ” 2pcos09$’ 
那么 


(X,, X;) = 0 ， 


[Xs Kr] = 一 地 EX， [Xe, Kl =— Fe tn, [X, Xl —— Lex,. 
0 2 2 
利用 前 述 公式 (3.2), 可 以 算出 所 有 Vx,X; ,然后 得 到 曲率 张 量 表达 式 为 
(R(X,, X;)X,, X, 三 (O07 — bu0 7; ). 
这 就 说 明了 ,B? 在 双 曲 度量 下 的 截面 曲率 是 一 1. 
证 志 
附注 “在 单位 圆 盘 B* = [zx’ 十 y* 过 1} 上 的 双 曲 度量 
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和 


就 是 古典 的 Poincare 度量 , 它 在 数学 史上 有 重大 的 意义 . 双 曲 平面 上 的 几何 实 
现 了 Lobachevsky 的 非 欧 几何 的 模型 . 由 于 HU: 不 能 等 距 浸入 到 中 导致 非 欢 几 
何 长 期 未 被 人 们 所 接受 . 

习题 ”证明 将 B? 变 到 B? 的 分 式 线性 变换 是 Poincare 度量 的 等 距 变 换 . 

上 面 介绍 了 双 曲 空间 的 Poincare 单位 球 模型 . 它 还 有 男 外 两 种 常用 的 模 
型 :Minkowski 模型 和 上 半空 间 模 型 . 

Minkowski 模型 ”在 向 量 空间 R"! 中 定义 非 退 化 并 且 非 正定 的 内 积 :对 z， 
yE RR™ ,定义 


(Ty 


那么 ,我 们 得 到 Minkowski 空间 民营:. 
考虑 民 个 ! 中 的 二 次 超 曲面 


[ze RR ; (rz, x) =—1|). 
它 有 两 个 连通 分 支 . 定义 
= {|z€ Rl; (rz, x) 三 一 1 5 之 0|， 
对 时" 中 的 任何 一 点 p ,考察 它 的 切 空 间 T，H". 对 过 点 p 的 Hr" 中 的 任 一 曲线 
C(t), 0 过 1 二 e, C(0) = p. 从 条 件 《C(t), C(t)) = 一 1 得 到 
(C’'(#), C(t)) = 0. 
这 说 明 T,H" 只 包含 满足 (v, p= 二 0 的 向 量 v. 它 恰 为 线性 映照 v>《v, pp) 的 
核 , 其 维 数 正好 是 n, 因 此 
TH 0 RT sy Be 0 (by pl 


H" 中 的 度量 由 外 围 的 Minkowski 的 度量 所 诱导 . 考虑 到 Minkowski 内 积 
的 指标 数 是 1( 使 内 积 为 负 定 的 最 大 子 空间 的 维 数 ). 对 任何 vE€ TH", 由 于 《v， 
p) = 二 0,《p,， pp》 二 一 1, 因此 wv 和 pp 线性 独立 . 如 果 (v, v) 二 0, 这 就 和 
Minkowski 内 积 指标 数 为 1 相 予 盾 . 又 如 果 《〈z, zw) = 0, 那么 ,由 p 和 w 张 成 的 
二 维 平面 上 内 积 也 为 负 定 ,也 得 到 矛盾 . 因此 ,对 任何 v € TH", 我们 总 有 


(v, vu) > 0， 


这 说 明 H" 从 Rt! 诱导 得 到 度量 是 正定 的 ,是 Riemann 度量 . 这 就 得 到 了 双 曲 空 
间 的 Minkowski 模型 . 
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双 曲 空间 的 单位 球 模型 和 Minkowski 模型 的 关系 可 由 关于 一 e。 的 球 极 投 
影 得 到 .对 (0, zi,，…，z) E B", 它 和 一 e, 的 连 线 为 


人 
当 它 和 MW" 相交 时 ,有 
一 人 
我 们 有 


直线 1 和 MH" 交 于 


1 十 | 过 | 
Zo 一 了 1 = 六 | 过， 
TX; 一 rr， 一 Ti 
0 


其 中 |z| =z 十 … 十 zz. 
上 半空 间 模型 令 
R= {|z€ R’, zx, > 0}, 
其 中 定义 Riemann 度量 ds: 二 g; dxidzx,, 以 及 


| 


Bi 一 


am 
. 


从 上 半空 间 史 到 单位 球 的 微分 同 胚 是 关于 以 一 e, 为 中 心 、 以 V2 为 半径 的 球面 
的 反 演 变换 . 对 任何 x € 民 1, 设 它 的 像 为 人 ,那么 

分 一 一 eu 十 女工 十 ev)， 

| z 十 ev, | | 去 十 ev |== 2. 


据 此 可 得 
加 2 
二 
再 代入 前 式 , 得 到 
es Re 
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4 OR) 
| 工 十 e。 | | z++e, |2?” 


~ 2 
| zx 十 e, | 
注意 到 上 面 第 一 式 的 对 偶 式 是 


人 
| 会 十 e。 | 4 ， 


We 


即 


由 此 可 见 
| 却 |<1 拓 z， 过 0， 


习题 “在 双 曲 空间 的 上 半空 间 模型 下 ,计算 它 的 截面 曲率 ,并 确定 它 的 测 
地 线 . 

下 面 利用 Cartan-Hadamard 定理 来 证 明 空 间 形 式 的 唯一 性 . 

定理 10.3 设 M 和 MM 是 两 个 n 维 的 单 连通 的 具有 相同 常 曲 率 k 的 空间 形 
式 . 设 TE M, {el，…, ei) 是 TM 的 么 正 基 ,z EM， (ea ye) 是 了 M 
的 么 正 基 ,那么 , 硝 在 唯一 的 等 距 $8:M > M ,使 gzr) = 二 x， ge 一 6 

证 明 事实 上 ,我 们 只 要 考虑 « = 0, 一 1, 以 及 x = 1 的 情形 ,而 M 分 别 为 
R",，H” 以 及 S". 

首先 ,假定 « == 0 及 一 1. 根据 Cartan-Hadamard 定理 ,exp,:T,M 一 M 以 及 
exp:T-M 一 M 都 是 微分 同 胚 . 定义 B:T,M 一 TM, 它 是 使 B(e;) = ei 的 内 积 
空间 的 同 构 .我们 设 


$= exps °。 $B 。expz1. 


它 当 然 是 微分 同 胚 . 下 面 来 证 明 它 也 是 等 距 . 

设 yE M, yy == $(y), yy 可 表示 如 下 : 

存在 唯一 测 地 线 Y(t) = expzt Y(0):[0, 1] 一 MM, 使 Y(0) 一 Z，7Y(1) 一 y 以 
及 Y(t) = expzt®B(7(0)):[0, 1] 一 M ,使 Y (0)==zx ,7 (0)==@B(7(0)), 那 么 ， 
y = 7 (1) ,我 们 要 证 明 $, :T,M 一 TyM' 是 等 距 . 

从 


8. (7(1)) = 了 (7(D)| 
= 旦 exp- » B27(0))| 
= expst y’(0) | = 7(1), 


我 们 有 
17(01) |=| 7(0) |=1 7 (0) |=17 (1)1. 


这 说 明 $, 保持 径 向 等 距 . 又 根据 Gauss 引 理 ,$, 将 7》(1) 的 正 交 补 映照 到 (1) 
的 正 交 补 . 这 样 ,为 证 明 # 是 等 距 , 只 要 证 明 对 任何 XE TM, X | 7(1), 成 立 
IX|=|$.X|. 

设 入 是 在 切 空 间 TM 中 在 > (0) 的 切 向 量 ,使 (d exp;)yi, = X. 根据 
Gauss 引 理 , 祥 必 与 径 向 射线 1 7 (0) 正 交 . 记 这 和 = B( 信 ), Y' 看 成 TsM' 在 
7'(0) 的 向 量 , 它 也 正 交 与 径 向 射线 上 17/(0) ,那么 ,X = d expv (X’) = $,X. 

在 M 上 考虑 单 参数 测 地 线 族 

T(t, u) = expst (7(0) + wu ). 
它 的 横 截 向 量 场 U 是 沿 着 测 地 线 y 的 Jacobi 场 , 即 满足 Jacobi 方程 : 


U+R(y, U)7Y = 0, 
并 且 
U(0) = 0, U(0) = XX， 
U(1) = (d exps)wwt X| ,= (dexp:)yo X =X. 
它 是 正 交 Jacobi 场 . 

在 流 形 M 将 点 x 的 乏 正 基 i{e;} 沿 测 地 线 y 平行 移动 ,得 到 正 交 标 架 场 
[ei(t)}. 设 上 述 Jacobi 场 U(t) 关 于 正 交 标 架 场 fe; (1)} 分 解 得 到 U(:) = 
Ui(t)ei(t), 并 有 X = Xie,. 

从 前 面 命题 4. 4 知道 常 截面 曲率 « 的 流 形 M 的 曲率 张 量 可 表示 为 

R(X, Y)Z = x((X, ZY — (Y, Z)X), 
其 中 外, Y, Z ET(TM). 这 样 ,上 面 的 Jacobi 方程 的 向 量 形式 化 为 分 量 形 式 : 
| 1 7 1 = 0, 
Ui(0) = 0, Ui(0) = Xi. 
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在 M 上 考虑 对 应 的 单 参数 测 地 线 族 

T(t, u) = expzt (7 (0) 十 uu 区 和). 
同样 得 到 沿 M 上 测 地 线 y 的 Jacobi 场 U ,满足 
U'+R'(y,U’)y =0, 
并 且 
U’(0) = 0, U'(0) = ¥’, UL) = X 

它 也 是 正 交 Jacobi 场 . 

将 {et} = 15(e)} 沿 测 地 线 Y 平行 移动 得 到 {ei (1)} ,注意 到 XX = 
B( 信 ) = Xie', 从 而 有 JM 上 分 量 形式 的 Jacobi 方程 

ee > 
U’i(0) =0, Ui(0) = Xi. 

注意 到 | 7 |=| 7(0) |==|7 (0) |=17 |, 因此 ,在 MM 沿 测 地 线 y 的 Jacobi 
场 U 和 在 M 上 沿 y“ 的 Jacobi 场 满足 相同 的 常 微分 方程 组 和 相同 的 初始 条 件 ， 
它们 有 相同 的 解 U“(t) = Ui(t). 从 而 

|X’ |=| Ui(1)e(1) |=V DU (1)): 一 V 2 (ULD)) =| X|. 
进而 

$e: = (d expz )o °。 B. (d expz )oei = e'. 

我 们 完成 了 x = 0, 一 1 情形 的 证 明 . 

我 们 再 考虑 x == 1 的 情形 , 即 M = S". 球面 上 的 测 地 线 是 大 圆 . 从 zxE€E5S 出 


发 的 两 条 测 地 线 , 如 果 它 们 相交 , 必 交 于 z 的 对 径 点 2 = 一 xz. 这 个 事实 说 明 过 
S" 上 非 对 径 的 两 点 之 间 有 唯一 的 不 过 对 径 点 的 测 地 线 . 所 以 


expz :S"\{Z} 一 了 TS" 
是 有 意义 的 光滑 映照 .定义 g:SA\{ 人 到 | 一 M 为 
$= expr ° DB.° expz， 


其 中 @:T.S" 一 TeM 是 由 Ble;) = 6 决定 的 线性 同 构 .和 前 面 一 样 ,$ 是 局 部 等 距 . 
我 们 来 延 拓 $, 使 它 定 义 在 整个 S 上 . 任 取 >E S"\{2|, zz 是 它 的 对 径 点 . 
设 x = $(z) 且 它 在 z 切 空间 的 诱导 映照 5. :TS” 一 TsM', 记 为 亚 , 那 么 ,我 们 
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也 可 定义 y:S"\{zj 一 M, 为 
f= expz °。 WV ° expz. 
同 理 , 炎 也 是 局 部 等 距 . 
设 W = S"\ 和 Fz,z|, 它 当然 是 连通 的 . 现在 ,有 两 个 映照 $5, y:W 一 M ，, 它 


们 都 是 局 部 等 距 . 从 构造 知 %z) = y(z), d$(z) = dy(z). 从 后 面 将 要 证 明 的 引 
理 10.4 得 到 $ 和 y 在 W 上 都 相等 .所 以 ,我 们 可 以 定义 映照 0:S" 一 M 为 
%y)， 当 y € S"\{z}, 
y(y)， 当 yE S"\{zl. 
这 是 定义 在 S” 上 的 光滑 映照 . 它 也 是 从 紧 流 形 S" 到 M 的 局 部 等 距 . 根据 命题 
8.2,0 是 覆盖 映照 ,又 由 于 M' 是 单 连 通 的 ,因此 9 是 微分 同 胚 而 为 整体 等 距 ,并 
且 , bei 一 e. 


0(y) = 


证 迄 

定理 10. 3 的 唯一 性 部 分 由 下 述 引 理 10.4 所 证 明 . 

引 理 10.4 设 M 是 连通 的 流 形 ,内 , 史 :M 一 六 是 两 个 局 部 等 距 ,使 对 某 
ZEM, 册 (z) 一 风 (z) = zr EN,¥f 有 ,df (rz) = d#s (xz):T,M —> Tu,N, 那 么 ， 
办 一 内. 

证 明 设 ACM 定 义 为 

A= { > E M, 办 (z) = $(z), dj (z) = dg (zz)|. 


由 假定 x € A, A 非 空 .显然 ,A 是 闭 集 . 

我 们 来 证 明 它 也 是 开 集 . 设 z€ A, 那 么 ,x = 二 加 (z) = 二 py(z) EN. 取 9$>0 
充分 小 ,使 exp,:B(6) 一 B;(z) 是 微分 同 胚 ,其 中 B(6)= {v€ TAM, zl < 志和， 
而 Bs(z) 是 M 中 以 z 为 中 心 、 以 8 为 半径 的 距离 球 . 

根据 局 部 等 距 将 测 地 线 变 成 测 地 线 ,而 测 地 线 由 初始 条 件 所 唯一 确定 ,因此 
$;。exp: 一 expv。d% ,1 一 1，2. 而 在 B(6) 中 exp 可逆, 在 B;(z) 中 ,有 


$: = expz ° d$; 。 expz ,1 一 1，2， 
pi(y ) = expv ° d# ° expz'(y’) = exps ° d$, 。 expz' (y ) = u(y ), 


而 4 多 (y ) 二 d 风 (y ) 也 立即 可 得 ,这 说 明 Bes(z) C A. 由 于 M 是 连通 的 ,因此 
A=M. 
证 迄 
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定理 10. 3 有 一 个 很 有 趣 的 推论 (推论 10. 5). 

推论 10.5 设 M 是 完备 的 单 连通 人 Riemann 流 形 ,那么 ,M 是 空间 形式 的 充 
要 条 件 是 对 任何 Xz，x E M, 总 存在 一 个 等 距 $M -> M, 使 Wz) = 二 x， 
dg(e;) = e:， 

对 Riemann 流 形 M, 对 任何 z，z” E M, 如 果 总 存在 等 距 $:M -> M, 使 
g%(z) = 二 zx', 那么 ,M 称 为 齐 性 Riemann 流 形 . 上 述 推论 说 明 单 连通 空间 形式 一 
定 是 齐 性 Riemann 流 形 . 特别 地 , 双 曲 空间 和 Hr 一 定 是 齐 性 Riemann 流 形 . 

我 们 还 有 下 列 性 质 , 称 为 “平面 公理 ”( 命 题 10. 6). 

命题 10.6 设 MM. 是 常 鹤 面 曲率 的 空间 形式 , WCTM:,pEM 是 k 之 2 
维 子 空间 ,那么 N: 二 exp,(W 门 B(e)) 是 Mi 的 全 测 地 子 流 形 , 其 中 Ble) 是 点 p 
的 切 空 间 中 以 原点 为 中 心 .以 为 半径 的 开 球 且 指 数 映照 在 其 上 微分 同 胚 . 

证 明 设 单位 向 量 v€ W, 以 及 W 中 另 一 向 量 w € W. 过 p 沿 wv 方向 作 测 
地 线 y, 以 及 它 的 全 落 在 N 上 单 参 数 测 地 线 族 a(t, u) = exppt(v 十 ww). 它 的 变 
分 向 量 场 是 满足 初始 条 件 J(0) 二 0, J(0) = 也 的 Jacobi 场 Jb. 那 么 , 它 和 六 
相 切 . 将 w 沿 7, 平行 移动 得 到 的 沿 y。 的 向 量 场 和 J 相差 一 个 函数 ,仍然 和 六 
相 切 . 我们 得 到 T, N = 有 (7,) 柬 . 对 NN 在 p 的 法 向 量 & 沿 7 平行 移动 得 到 的 
向 量 场 &(1) 仍 然 入 在 7,(z) 处 正 交 . 我 们 来 证 明 NN 沿 测 地 线 y。 是 全 测 地 的 . 
对 & € W1+, 将 它 沿 a 平行 移动 ,得 到 &(t, w). 注意 到 它 沿 a 和 NN 正 交 . 只 要 证 


3 
明 V3€(1，0) 一 0. 显然 ,V#E(0, 0) 一 0, 而 V3 V&E 一 R( 委 ,3 尾 . 根据 常 截 


面 曲 率 空间 的 曲率 张 量 表达 式 , 它 等 于 零 . 
证 迄 

对 常 截面 曲率 流 形 还 有 下 列 三 角 公 式 . 

设 志 ,pz, ps 是 Mi 中 的 3 个 点 ,不 在 同一 条 测 地 线 上 . 设 yas 是 连接 p; 到 
pit 的 极 小 测 地 线 , 这 里 i 二 0(mod. 3). 设 litz = 二 d(pi, pin) 表示 边 yz 的 长 度 ， 
而 ui 二 和 (piipipiti) 表示 Yi1(0) 和 一 yn(l) 的 夹 角 , 称 为 A(pip:p;) 在 顶 
点 pi 的 (内 ) 角 . 我 们 有 三 角 公 式 . 

余弦 定理 对 «= 二 0, 有 


L? = Li 二 Ls CO— 2ln Lis Cos a;. 
对 xx 盖 0, 有 
cos(Vkl;) = cos(WcL Hi )cos(Wel sa ) 十 sin(Ve i )sin(Vxl is )cos a;. 
对 <<0, 有 
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cosh(V— xl;) = cosh(V— xlii )cosh(V— rls ) 
= sinh(y —kl 计 1 )sinh (vy 二 Klit2 )cos Qi. 
正弦 定理 对 k= 二 0, 有 


EE 
sin ai sin ay sin as3 
对 Kx > 0 ， 有 
sin(Vxl1 ) a _ sin(Vxl;) 本 sin(Vxl;) 
sin Ql sin CQ2 sin Q3 
对 x 二 0, 有 


sinh(V— rli) _ sinh(V— «ls) _ sinh(V— «ls) Kl3 ) 


sin ai sin ay sin as 


对 “>0 的 三 角 公 式 的 证 明 见 [12] ,而 对 << 0 的 三 角 公 式 的 证 明 见 


[14]. 


11 ， 测 地 线 的 第 二 变 分 公式 及 其 应 用 


在 第 5 部 分 中 ,我 们 推导 了 弧 长 泛 函 的 第 一 变 分 公式 ,说 明了 测 地 线 是 弧 长 
泛 函 的 临界 点 ,是 几何 变 分 问题 的 解 , 测 地 线 方 程 是 弧 长 泛 水 的 Euler-Lagrange 
方程 . 现在 来 推导 重要 的 第 二 变 分 公式 ,并 利用 它 来 证 明 一 些 重要 的 定理 . 我 们 
将 利用 第 二 变 分 公式 证 明 Cardan-Hadamard 流 形 中 从 一 点 出 发 的 距离 函数 的 
凸 性 .Bonnet-Myers 定理 以 及 Weinstein 定理 ,而 将 Synge 定理 作为 Weinstein 定 
理 的 推论 . 

在 这 一 部 分 中 还 给 出 了 Riemann 流 形 上 Hessian 算 子 、Laplace 算 子 以 及 
梯度 向 量 的 定义 . 

考虑 给 定 曲线 y。= 7 的 单 参数 族 (i, u) 一 7, a 委 上 魏 8 0 委 4 委 se. 设 
U 一 7.， (元 ) 是 模 截 向 量 场 ,T 是 7。 的 切 向 量 场 .假设 | 7 |= C. 是 常数 ,并 且 


7Y = 二 Yo。 上 取 弧 长 参数 , 即 Cs = 上 7(0) |= 1. 曲线 y, 的 长 度 为 
L(o) =| [7 1 a, 
从 (5.3) 式 得 到 
全 二 | [未 T(T， VrU)di， 
并 且 
大 =- | 3 二 (地 F(T, VrU) dr. (11.1) 
而 
1 


人 


TVrU)* 十 T 寺 TYrU，VrU) 


| i Vu VrU) 
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Ee 『 末 人 Ue 《VrT, UD) 


LE 

十 TFT(YrU VrU)+ TT[ (R(U, T)U, T) 
+ TYuU, T) ~ (VuU, VrT)]. 

将 它 代入 (11. 1) 式 ,并 假定 y 是 测 地 线 ,得 到 

Lo) = (voU, PD) + TO RO, ,0 (7, U0)) | 

(11. 2) 
这 就 是 弧 长 泛 函 在 测 地 线 近 旁 的 第 二 变 分 公式 . 还 可 将 它 写成 更 好 的 形式 . 令 
Us) 一 Ur (G4) 十 f(t) 7 其 中 (UL (1), 7) = 0, 了 是 [a, 5] 上 的 光滑 函 
数 ,那么 
DF- (E07, 0) =10 十 产 一 产 =1 0 

再 考虑 到 曲率 张 量 的 性 质 ,我 们 得 到 


(0) = (VeU, | 十 | 0 Ur (RC, UL) 7, UL)]dt, (11.3) 


其 中 (VoU， 7») | 与 变 分 的 边界 条 件 有 关 . 对 固定 端点 的 变 分 , 它 为 零 
我 们 现在 来 定义 一 些 重要 的 微分 算 子 . 设 f:M -~ RR 是 光滑 函数 . 
Hess(f) = Vf 可 看 成 T*MOT*M 上 的 一 个 截面 .对 任意 X,Y € TM , 定义 
Vf/(X, Y) =XY(f) — (VY)f. 


不 难 验 证 , 它 关 于 X, Y 是 对 称 的 ,并 且 关 于 任 一 变量 是 函数 线性 的 . 这 就 是 
Hessian 算 子 的 定义 . 
它 的 迹 


Af = trace(Vz2 三 
定义 为 了 的 Laplace, 即 
Af = 2 Vifle, «i), 


其 中 {fei} 是 M 上 的 局 部 么 正 标 架 场 . 不 难说 明 , 它 和 {ei;| 的 选取 无 关 . 事实 上 , 令 
e; 一 2 a5e; 9 其 中 (ai ) 是 正 交 阵 . 那么 
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2 VE 61) = 2) Viflaner, as6) 


i i, J 


三 Ds V’:f(e:, e;) 
三 > V:f(e;, 6): 


因此 ,Laplace 算 子 和 是 M 上 整体 定义 的 算 子 . 
我 们 还 可 从 另 一 角度 来 说 明 Laplace 算 子 . 如 所 知 , 对 任何 XE TM , 由 


X(f)= (gradf, X) 或 grad f = ei(f)e: 
定义 函数 的 梯度 向 量 grad f. 另 一 方面 ,对 M 上 的 任何 向 量 场 X, 它 的 散 度 为 
div X = (VeX, e.), 
其 中 e: 为 局 部 么 正 标 架 场 . 那么 


div grad f = div(ei(f)ei) = (Ve (e;(f)e;), e,) 
ejei(f) (ei, e;) + ei(f) Vee: ve 
eei(f)—ei(f) ei, Ve;) 
= eei(f)— (grad f, Yee;) 
= eei(f)— (Vee;)f = Af. 
习题 ” 试 给 出 Laplace 算 子 的 局 部 表达 式 . 
下 面 来 讨论 第 二 变 分 公式 的 应 用 . 
定义 11.1 设 f:M>R 是 Riemann 流 形 M 上 的 函数 . 如果, 对 任意 测 地 线 
YCM, 当 限制 在 测 地 线 y 上 时 是 凸 函 数 ( 弱 西 函数 ), 即 (f。7Y) > 0( 宇 0)， 
那么 , 称 f 为 M 上 的 凸 水 数 ( 弱 凸 函数 ). 
对 于 任何 v € TM, 作 测 地 线 y(z) ,使 7Y(0) = zx, 7(0) = wv. 那么 


Viflv, v) =77f— (Vi7)f = 7(f°7) = (f°7). 


所 以 , 是 M 上 凸 函 数 ( 弱 凸 函数 ) 的 充 要 条 件 是 V: > 0( 宇 0). 

我 们 来 研究 M 上 从 固定 点 出 发 的 距离 函数 . 

引 理 11.2 设 M 是 任意 Riemann 流 形 ,p:M 一 民 是 从 点 o 出 发 的 距离 函 
数 , 那 么 ,of 在 点 0 的 某 一 领域 1 人 中 是 光滑 的 西 函 数 ， 

证 明 设 在 点 o 的 邻 域 M 有 法 坐标 1z，…， x"|, 它 使 zi(o) = 0. 那么 ,0 
在 1 中 恰 为 > (zx)*. 对 vE TAM, 过 点 o 沿 v 的 测 地 线 7 在 法 坐标 下 为 


ri 一 vit ， p 。y 一 (人 


66 黎 要 几何 讲义 
Vp (v, v) = (p °° 7) = 22)(v)’>0, 


所 以 ,存在 点 o 的 邻 域 U CU, 使 Vzo 在 U。 上 大 于 零 . 
证 志 

这 个 引 理 说 明 ,在 Riemann 流 形 中 ,从 任何 一 点 出 发 的 距离 函数 的 平方 在 
充分 小 的 范围 内 是 凸 函数 . 而 对 于 它 在 大 范围 的 情形 ,就 需要 对 流 形 有 一 定 的 限 
制 .我 们 有 下 述 定理 . 

定理 11.3 设 M 是 完备 单 连通 的 Riemann 流 形 , 它 的 截面 曲率 非 正 
(Cartan-Hadamard 流 形 ). 设 o E M, 那么 ,距离 函数 p(z) = 二 d(x, o):M 一 [0， 
co) 的 平方 中 是 M 上 的 光滑 的 凸 函 数 ， 

证 明 从 指数 映照 的 定义 及 Cartan-Hadamard 定理 立即 知道 , p(x) = 
| expo (zx) 上 , 它 是 M 上 的 光滑 函数 . 设 z 关 o, v EE TM. 如果 wv 关 0, 要 证 明 
Vzo (v, v) > 0. 

令 5:[0, ej] 一 M 为 过 z 的 测 地 线 5&(0)= 二 zx，E (0)= 二 wv. 再 用 测 地 线 
7:[0, 7r] 一 M 将 o 与 E(w) 相 连接, 其 中 ,r= 二 p(z), 7 二 yo. 因 M 中 任何 两 点 只 有 
一 条 测 地 线 , 所 以 ,y, 构成 单 参数 测 地 线 族 . 它 的 横 截 向 量 场 U 满足 


0， 


9 
U(0) = FY: 


U0) = 27) = BF lo = KO) = 0 
而 从 第 一 变 分 公式 (5. 4) ,得 
LO = (7, | —| (vy, Ud = (7(7), o), 
再 代入 第 二 变 分 公式 (11. 3) ,边界 项 消失 ,得 到 
(0) = [UI Ur — (RG, U1) 7, Ur) | 1D GD Lede. 
那么 
Vi lv, 0) = ¢ to oo — (Vi b)p 


加 fe (80) 1 


ee) 
= 2rL”(0) 十 2(Z (0)) 


= 2r fps)) 


4 一 u= 
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> 2r| | UL (CD dt+2(7(r), v)’. 


0 


(i) 如 果 《y(r), v) 关 0, 立 即 得 到 Yzp?(v, v) > 0; 

(ii) 如 果 《7(r), v) = 《y(r), U(r)) = 0, 那 么 ,U 是 正 交 Jacobi 场 ,因此 ， 
Ut+==U 关 0, 否 则 ,U(0) = VxU(0) = 0, 考 虑 到 U(0) = 0, 而 导致 U 二 0, 这 与 
U(r) = v 关 0 相 了 矛盾 . 这 就 证 明了 V2p:(v, v) 之 0. 

综 上 所 说 ,yzp? 在 M\4o} 上 是 正定 的 ,其 中 ,po 是 从 点 o EM 出 发 的 距离 函 
数 . 再 考虑 到 引 理 11. 2, 就 给 出 了 整个 定理 的 证 明 . 

证 迄 

附注 ”事实 上 ,我 们 可 以 证 明 如 果 沿 测 地 线 y: [0, 5] -> M 无 焦点 ,那么 对 
它 的 任何 分 段 光 滑 的 变 分 7,, 对 应 的 横 截 向 量 场 U 满足 (U, 7) = 0， 
U(b) = 0, 必 有 LL(0) > 0. 在 下 面 (第 12 部 分 中 ) 将 证 明 : 如 果 测 地 线 上 有 共 斩 
点 ,就 有 1L(0) 二 0. 因此 ,无 焦点 流 形 是 介 于 非 正 曲 率 流 形 与 无 共 斩 点 流 形 之 
间 的 一 类 流 形 . 而 我 们 可 以 将 定理 11. 3 推广 到 无 焦点 流 形 的 情形 . 它 的 证 明 请 
见 作 者 的 另 一 著作 [29]. 

定义 11.4 设 和 ACM 是 任 一 集会 .对 任何 XT,，y EE A, 如 果 连 接 工 和 y 的 极 
小 测 地 线 y 全 部 落 在 A 中 ,那么 A 称 凸 集 ;如 果 连 接 工 和 y?y 的 任何 测 地 线 y 全 
部 落 在 A 中 ,那么 人 称 为 全 吓 集 . 


考察 单位 球面 SC Ri 中 半径 小 于 等 于 的 开 测 地 球 , 它 是 凸 集 ,但 不 是 全 


吓 集 ;而 半径 大 于 7 并且 小 于 x 的 开 测 地 球 甚至 不 是 凸 集 . 


凸 集 和 吓 函 数 的 关系 由 下 列 命 题 所 描述 . 
命题 11.5 设 t:MM-> 民 是 完备 Riemann 流 形 M 上 的 廿 函数 ,那么 ,下 水 平 
集 (sub-]evel set) 


M. = E Mi r(z) < c| 


是 全 凸 集 . 
证 明 对 任何 zx, y € M., 用 测 地 线 y 连接 z 和 y ,那么 , (r。7y)”>> 0. 因 
此 , r。y 在 端点 z 或 y 达到 极 大 值 , 即 r。7y < max(r(z)，r(y)) < c, 这 说 明 
7€EM.. 
证 图 
这 样 ,定理 11. 3 告诉 我 们 ,完备 单 连 通 非 正 截面 曲率 的 Riemann 流 形 中 的 
测 地 球 是 全 同 集 . 用 引 理 11. 2 和 命题 11. 5 取代 定理 5. 8 ,给 出 了 测 地 凸 邻 域 存 
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在 性 的 另 一 证 明 . 

O. Bonnet 在 1850 年 利用 第 二 变 分 公式 证 明了 2 维 时 的 下 列 定理 ( 定 
理 11.6) ,后 来 在 1941 年 由 S. Myers 得 到 它 的 高 维 推广 . 

定理 11.6 设 M 是 n 维 完备 Riemann 流 形 , 它 的 Ricci 曲率 以 (n 一 1)k 为 
下 界 , 其 中 x 为 正常 数 , 那么 ,M 是 紧 致 的 , 并且 , 它 的 直径 4(M) = 


Supz, yemd (Zz， y) 委 一 . 
Ve 


证 明 设 z, y € M 是 任意 两 点 . y:[0, 6] 一 M 是 连接 它们 的 以 弧 长 为 参 
数 的 极 小 测 地 线 . 我 们 只 要 证 明 


b< 


| 


否则 ,在 M 上 存在 两 点 zx, y, 使 它们 的 距离 5 > 万 沿 测 地 线 y 取 平 行 么 正 标 


架 场 17, ei(1)} ,i 二 2,…, n. 定义 沿 7 的 向 量 场 X; 二 f(t)ei(z), 其 中 ,f(z) 为 
[0, 56] 上 的 分 段 光滑 的 待定 函数 ,并 且 f(0) = f(b) = 0. 以 每 个 Xi 为 横 截 向 量 
场 作 测 地 线 y 的 单 参数 曲线 族 ,并 代入 第 二 变 分 公式 (11. 3). 由 于 是 固定 端点 的 
变 分 ,因此 边界 项 消失 ,从 而 有 


L(0) 一 | (f° — FRGY, @) 7, ei)) dt, 
并 且 
D0) = | nD FRicy, PD)d 
< (n—D| ( 产 一 ojP)d， 
这 里 我 们 用 到 了 定理 中 Ricci 曲率 下 界 的 条 件 .我 们 取 f(z) 一 sin 素 :, 那么 , 根 
据 反 证 法 假设 2 之 万 有 


2 
Tn 2 
f xf pr eos pt KSin pt <xrcost, 
代入 上 式 得 到 


< n 9 27x 
DL < 一 De cos Hrdt = 0. 
i=2 0 
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故 存在 某 个 jn, 0 委 j 委 浆 使 Lo(0) <0, 这 和 7Y 是 极 小 测 地 线 的 事实 是 矛盾 的 . 
我 们 从 而 证 明了 d(M) 委 2 科 万 这 说 明 流 形 M 为 TM 中 半径 为 的 


闭 球 在 指数 映照 下 的 像 ,一定 是 紧 的 . 
证 这 
附注 1 对 半径 为 二 的 球 S” (大), 它 的 截面 曲率 为 ,因此 ,Ricei 曲率 为 


(nC— 1)«. 它 的 直径 为 这 个 例子 说 明定 理 中 直径 的 估计 是 最 佳 的 . 在 定理 的 


曲率 条 件 下 ,如 果 直 径 达到 最 大 值 广 时 , 流 形 是 否 一 定 为 球面 呢 ? 后 面 ,我 们 将 


用 体积 比较 定理 证 明 所 谓 最 大 直径 定理 ,来 回答 这 一 自然 的 问题 . 

附注 2 ”从 证 明 可 见 定理 的 条 件 可 以 减弱 为 在 M 中 存在 一 点 xo ,使 在 从 xz。 
出 发 的 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 yY 上 有 《Ricciy, 7) 之 (n 一 1)C, C 0. 这 个 条 
件 还 可 再 减弱 . 见 [3]. 

推论 11.7 设 M 是 nn 维 完备 Riemann 流 形 , 它 的 Ricci 曲率 以 正 数 为 下 
界 , 那 么 ,M 的 基本 群 有 限 . 

证 明 取 r:M -~ M 为 通用 覆盖 .在 MM 中 定义 拉 回 度量 x*g, 其 中 ,g 是 M 
上 的 Riemann 度量 ,那么 , 太 为 完备 流 形 并 且 和 M 局 部 等 距 ,M 的 Ricci 曲率 以 
正 数 为 下 界 . 因此 , 太 是 紧 的 . 这 样 , x: 放 -> M 只 能 是 有 限 覆 盖 ,基本 群 因而 
有 限 . 

证 迄 

设 f:Mi -> Ms 是 可 定向 流 形 M 和 Mi 之 间 的 光滑 映照 . 设 w 和 ws 分 别 
是 它们 上 面 确定 的 定向 处 处 非 零 的 六 形式 . 如 果 , 对 任何 p €E Mi 以 及 任何 点 2 
的 么 正 基 {e:| , os(el，…，ex)0, 那 么 ,os(je,  …， je)>0, 称 了 是 定向 保 
持 的 映照 . 

定理 11.8(A. Weinstein, 1968) 设 M 是 具有 正 截面 曲率 的 偶数 维 紧 致 可 
定向 Riemann 流 形 .证明 :任何 定向 保持 的 等 距 f:M -> M 必 有 不 动 点 . 

证 明 ”如果 了 没有 不 动 点 ,那么 , 紧 集 M 上 的 连续 水 数 d4(zx,， f(z))( 这 里 
d(，,* ) 是 距离 水 数 ) 必 在 某 点 p € M 取 到 正 的 极 小 值 !( 点 之 可 能 不 唯一 ,我 
们 不 妨 取 定 其 中 一 点 ). 

设 7:[0, i] 一 M 是 连接 p 和 了 (Pp) 的 以 弧 长 为 参数 的 极 小 测 地 线 , 那 么 ， 
f°Y 是 连接 f(p) 和 (zp) 的 测 地 线 . 任 取 p” E€ y, 有 


d(p’, f(p))<ad(p’, f(p))+a(f(p), f(p')) 
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= d(p’, f(p))+da(p, p’) 
= d(p, f(2p)) = mind (zx, f(x)). 


这 意味 着 上 面 不 等 式 只 能 为 等 式 , 即 
d(p’, f(p'))= ad(p’, f(p))+a(f(p), f(p')). 
因而 ,xy 和 f°y 在 同一 测 地 线 上 ,也 就 得 到 
f. 7(0) = 7(D). (11. 4) 

设 w 是 M 上 确定 定向 的 处 处 非 零 的 x 形式 . 在 点 p 取 w 的 顺 向 么 正 基 
e1 一 7(0) ， €2,，"""， er, 使 w(ei， €2,，""'，, en ) 之 0， 厂 是 等 距 ,那么 , 太 .ea es 
7(0),，…， fe 组 成 点 f(p) 的 么 正 基 . 由 假设 w(f.e1, …, f.e)0. 

设 Pr 是 沿 测 地 线 的 平行 移动 ,将 f,e1,，…， fe, 从 f(zp) 平 移 到 zp 得 到 


e1，"…， en ,它们 组 成 点 p 的 么 正 基 ,所 以 ,w(e1,…, ers) 之 0, 即 Pr。f, 是 正 交 变 
换 并 且 det(Pr。f. ) = 1. 由 于 


eA =Pf.e = pf, 7(0) 二 pry(1) = 7(0) = ai， 


因此 我 们 知道 e: 是 Pr。f, 特征 值 为 1 的 特征 向 量 , 而 行列 式 为 1 的 正 交 矩阵 的 
特征 根 的 模 为 1, 具 下 列 形式 : 
大 了 沁 交 Va We ee 

由 于 M 的 维 数 为 偶数 ,r 十 s = 偶数 ,特征 根 为 十 1 的 重 数 * 必 为 偶数 , 即 
Pr 。f, 关于 十 1 的 特征 空间 至 少 是 2 维 ,因此 存在 单位 向 量 e € TM，(e， 
7(0)) = 0, 使 Pr。f,(e) =e. 于 是 ,将 e 沿 > 平行 移动 得 到 e(b) ,而 到 达 F(z) 恰 
为 f,e = e(7). 

过 点 p 沿 e 作 测 地 线 &, 使 &(0) = p, (0) = e. 作 包 含 测 地 线 y 的 单 参 
数 曲 线 族 y。 二 expywue (1), u € (一 e, e), t € [0, 1], 它 的 变 分 向 量 场 为 e(z). 
由 于 f。& 也 是 测 地 线 ,因此 过 点 f。&(0) = f(p), 以 (f。&)'(0) 为 方向 ,有 
(F。6 (0) =f.&(0) 二 fe = el(). 这 说 明 7,(0) 二 &, 7.(1) = f。é&, 我 们 的 
单 参数 曲线 族 为 连接 和 了 /。& 的 对 应 点 的 曲线 族 . 按 点 p 的 取 法 ,我 们 有 


d(p, f(p)) < d(é€, f° §€) L(Y.). 


另 一 方面 ,将 单 参数 曲线 族 的 变 分 向 量 场 e(z) 代 入 第 二 变 分 公式 (11. 3) ,其 中 边 
界 项 消失 且 考 虑 到 e(z) 沿 y 的 平行 性 ,得 到 
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AN ， 。 
L(0) = 一 | (R(7, 0) 7, ed 


根据 正 截面 曲率 的 假定 ,上 述 积分 是 负 的 .这 和 y 是 单 参数 曲线 族 中 的 最 短 曲线 
相 了 矛盾 . 因此 ,f 至少 有 一 个 不 动 点 . 
证 迄 
定理 11.9(J.L.Synge,1936) 设 M 是 具有 正 截 面 曲 率 的 偶数 维 紧 致 可 定 
向 Riemann 流 形 , 那 么 ,M 是 单 连 通 的 . 
证 明 取 r:M -> M 为 通用 覆盖 .在 M 上 定义 定向 ,使 x 是 保持 定向 的 .在 
MM 上 定义 拉 回 度量 x* g, 使 x 是 局 部 等 距 的 . 如 所 知 邮 关于 x* g 是 完备 的 . 又 由 
于 M 是 紧 的 ,截面 曲率 为 正 , 因 此 必 有 正 下 界 , 从 而 邮 的 截面 曲率 有 正 下 界 . 根 
据 Bonnet-Meyers 定理 ,M 也 是 紧 的 . 
考虑 M 上 的 任 一 覆盖 自 同 构 j;M 一 本 , 即 满足 x。h = 二 x 的 h, 它 是 保定 向 
的 等 距 , 根 据 上 面 证 明 的 Weinstein 定理 ,h 必 有 不 动 点 . 而 具有 不 动 点 的 覆盖 自 
同 构 h 只 可 能 是 恒 等 映 照 . 我们 知道 基本 群 x (1M) 和 M 的 覆盖 自 同 构 群 是 同 构 
的 . 这 就 证 明了 M 的 单 连 通 性 . 
证 迄 


12 Morse 指标 形式 .与 
Morse 指标 定理 


对 于 欧 氏 空间 中 的 函数 ,有 了 它 沿 曲线 的 二 阶 导数 ,相应 地 就 有 了 这 个 函数 
的 Hessian. 现在 ,我 们 有 了 Riemann 流 形 M 中 弧 长 的 第 二 变 分 公式 ,也 可 考虑 
测 地 线 y:[0, 5] 一 M 的 相关 二 次 型 . 

我 们 首先 研究 它 的 代数 性 质 和 测 地 线 极 小 性 的 关系 ,再 进一步 证 明 深 刻 的 
Morse 指标 定理 . 

设 7Y:[0, 6] 一 M 是 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 , 7,:[0, 5] 一 M 是 7 的 单 参数 
曲线 族 . 设 U 是 它 的 横 截 向 量 场 . 这 里 都 假定 它 与 测 地 线 y 正 交 . 我 们 前 面 已 推 
导 了 第 二 变 分 公式 (11. 3): 


L(0) = (VeU, 7 + | UU (ROY, U)Y, U))d: 


引进 空间 
VY 二 {1 沿 7 的 分 段 光 滑 向 量 场 X(t); 和 且 Vi € [0, 6], (X, 7) 一 0|， 
Vo = IV EY; V0)=V() = 0). 


Vo 显然 是 沿 着 7 的 固定 端点 变 分 的 横 截 向 量 场 的 全 体 . 
在 V 上 引进 双 线 性 对 称 二 次 型 


I(V, W) = | (VD), WO)) — (ROY, VOD)) 7, WOO))) dt (12.1) 


这 就 是 测 地 线 y 的 Morse 指标 形式 . 因此 ,对 横 截 向 量 场 U 在 Vo 中 的 7 的 变 分 
7Y., 有 


L (0).= I(T, ON 


我 们 来 研究 指标 形式 的 代数 性 质 与 测 地 线 y 的 极 小 性 之 闻 的 关系 . 

命题 12.1 设 7y:[0, 8 一 M 是 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 , 那 么 ,对 UEYTV，, 使 
I(U, Vo) = 二 0 的 充 要 条 件 为 U 是 沿 7Y 的 Jacobi 场 . 

证 明 如 果 V, W € VY, 并 且 V 是 光滑 的 ,并 且 假 定 对 [c, d] CC [0,5]， 
Wl 是 光 背 的 ,那么 在 [c, 4d] 上 ,有 
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(V, W) = 0, W)— (OY, Ww). 
代入 (12. 1) 式 得 到 
I(V, W) = (V, W) 1 一 | 人 +RO， V) 7, W) dr. (12. 2) 
由 此 可 知 当 V 是 Jacobi 场 ,W € Vo 时 ,显然 有 I(V, W) = 二 0, 命题 的 充分 性 得 
证 . 


一 般 地 ,如 果 V 也 是 分 断 光 请 的 , 设 有 分 制 0 = a 过 a…* 过 ai 过 amm = 二 0b， 
使 V 在 每 个 [ai， Qit1 ] 上 是 光滑 的 , 记 


V; =V | ? 
那么 从 (12. 2) 式 可 得 到 


IV, W) = PV), WN — DD VtROY, Vi) 7, W)di. 
(12. 3) 


有 反之, 如果 对 UE VV, 使 I(U, Yo) = 二 0, 要 证 明 U 是 光滑 的 Jacobi 场 , 先 要 证 
明 U 是 分 段 Jacobi 场 . 为 此 , 设 口 在 [a;, ar ] 上 是 光滑 的 . 取 [0, 5] 上 的 光滑 水 
数 f ,满足 f(a;) = 0 并且 在 其 余 处 都 有 了 > 0. 令 


W= f(U+R(y, U)7), 
那么 , W € Vo 从 (12. 3) 式 得 到 
0= IU, W) =—— DO UtROY, Ui) y ld 
从 而 ,在 每 个 区 间 [a;, Qit1 ] 上 ,UL = U Da 是 Jacobi 场 ， 即 LU， 满足 
U;+R(7, U;,)y = 0. (12. 4) 


再 证 明 U 的 一 阶 导数 连续 . 
取 定 某 j, 定 义 W € Vo ,使 对 i 关 j, W(a;) 二 0, 而 


Wh(a;) 一 U, (ai ) 二 Ui (ai ). 
将 U 和 上 述 定 义 的 WW 代入 (12.3) 式 并 考虑 到 (12.4) 式 ,我 们 有 


0 一 一 I(U, W) = 2 (Ui(am), Wl(ain )) 一 (U';(ai), W(a;))) 
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一 CU (a;), U, (a;) 一 Ui (a; ) 7》 > (Ui(a )， U, (a;) 一 LU (a; )) 
一 一 | U, (ai ) 一 Ui- (a,) | 
上 式 对 7 二 1 ，… ,上 & 均 成 立 . 根据 Jacobi 场 由 初始 条 件 的 决定 性 可 知 , 在 每 个 子 
区 间 的 Jacobi 场合 成 整个 Jacobi 场 U. 
证 记 
命题 12. 1 说 明 Jacobi 场 构成 指标 形式 的 零 化 空间 . 
命题 12.2 如果 7y(0) 沿 测 地 线 yY:[0, b] 一 M 无 共 罗 点 ,那么 指标 形式 在 
Vo。 上 是 正定 的 . | 
附注 ”要 证 明 的 性 质 说 明 如 果 测 地 线 没 有 共 轿 点 ,那么 它 在 其 邻近 的 曲线 
中 是 最 短 的 .我们 下 面 采用 “代数 证 明 ”, 它 易于 推广 到 无 焦点 的 相应 命题 . 
证 明 取 7Y(2) 点 的 么 正 基 17(5), ei} ,i 二 2, …, 7 根据 引 理 7.9, 沿 > 存 
在 唯一 Jacobi 场 J;, 使 J:(0) = 0, J;(b) = e，(ei，7())》 = 0, 那么 ， 
《J;, 7) 二 0. 又 由 于 7Y(0) 在 y(0, 5] 中 无 共 思 点 ,因此 J; 点 点 线性 独立 . 
对 任何 U € Yo, U = f;J;, fi(5) == 0. 代入 指标 形式 (12. 1) ,我 们 有 


TO DY = | CFT FT EAD 
+ fif, Ji, 1) — RGY, fi7i) 7, fi1;))d 
=A+B+C+D—E. 
利用 Jacobi 方程 和 曲率 张 量 的 性 质 可 得 ((J;, J;) 一 (J;, J;)) = 0, 考 虑 到 
J:(0) = J;(0) = 0, 我 们 得 到 (J;, 万) = (J;, 万). 因而 
B= | AP J,) di 
| 全 人 Rs J;) 
— fs pa ss J;) jd 
a J;) $s—C—D+E=—C—D++E. 
代入 前 一 式 得 到 
jo oy | 0 


等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 f; = 0, f; 是 常数 . 而 f:(5) = 0, 这 导致 U = 0. 因而 证 
明了 指标 形式 在 Vo 的 正定 性 . 
证 迄 
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命题 12.3 设 7:[0,5] 一 M 是 以 缴 长 为 参数 的 测 地 线 ,yY(0) 沿 7 无 共 斩 
点 .如 果 V, WEYVD,VC0) = 二 W(0), V(b) ==W(5b),V 是 Jacobi 场 ,那么 ,I(V， 
V) 这 IC(W, W), 并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 V 二 W. 

证 明 由 于 V 一 W € ,根据 命题 12.2, 有 


oO<IV—W,V—W)= I(V,V)—2I(V, W)+I(W, W). (12.5) 
从 (12. 2) 式 得 到 


I(V, V) = (V, V)| , 


端点 假设 


I(V, W) = (V, W) De (V, v)| . 


将 上 面 式 子 代 入 (12. 5) 式 得 到 
OC<IV—W,V—W)=—I(V,V)+I(W, W), 


等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 V 一 W 二 0. 
证 迄 

附注 ”对 无 焦点 情形 ,相应 命题 成 立 . 

命题 12.4 对 弧 长 为 参数 的 测 地 线 7:[0, 5]>M, 如 果 7Y(b) 是 7Y(0) 的 共 罗 
点 ,而 对 Vt €E (0, 5b), 7Y(1) 都 不 是 7(0) 的 共 罗 点 ,那么 指标 形式 在 Vo。 中 是 半 正 
定 的 ,但 不 是 正定 的 . 

证 明 任 取 c € (0, 5). 沿 y 取 一 平行 移动 生成 的 标 架 场 {E (i)， 
E(t)} ,使 E(t) = 7(t). 设 VE Vo(0,5), 那么 


V(t) = 之 f(tE(t) ， 


其 中 f:(0) = fi:(0) 一 0. 定义 r:yo(0， b) — Yo (0, c) 为 
r(V)(z) = hl )E: (2:), 
那么 , r(V) € Vo(0, c). 应 用 命题 12. 3 得 到 I(r(V), r(V)) 0. 可 直接 验证 
当 c 一 5 时 , 它 趋向 于 I(V, V), 所 以 , I(V, V) 宕 0. 
引 理 12.5 设 y:[0, 5 一 M 是 以 缴 长 为 参数 的 测 地 线 ,y(p) 是 Y(0) 的 共 
斩 点 (焦点 )， 那 么 , 沿 y 的 任何 Jacobi 场 U，U(0) = UC(b) = 0(U(0) = 


证 明 从 (12.2) 式 即 得 
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I(U UU) SU UY, 
证 迄 
命题 12.6 设 7y:[L0,5] 一 MM 是 以 缴 长 为 参数 的 测 地 线 ,Y(0) 与 y(c) 共 斩 ， 
0 二 c 二 5 的 充 要 条 件 是 对 某 VE Vol0,5) 使 I(V, V) 二 0. 
证 明 从 命题 12. 2 和 命题 12. 4 立即 得 到 充分 性 . 现 证 明 必 要 性 . 沿 测 地 线 
7y 存在 非 零 正 交 Jacobi 场 万 ,使 记 (0) = 万 (c) = 0. 令 


ee 上 万 iE [0， c] ， 
0 zt1E€[c,5]. 


根据 引 理 12. 5, 有 
I(J, J)= I(J, 11)=0. (12. 6) 


取 6 充分 小 ,使 expxets) :B(36) 一 B;, 是 微分 同 胚 ,其 中 B(36) 是 Trays ME 上 
的 半径 为 36 的 开 球 ,Bs 是 以 y(c 十 3) 为 中 心 的 距离 球 . 特别 地 ,y(c 一 6) 不 是 
Y(c 十 6) 的 共 斩 点 . 那么 ,根据 引 理 7. 9 , 沿 y | -9 存在 唯一 的 Jacobi 场 V, 满 
足 V(c 一 9) = Ji(c 一 9) ,VCc 十 9) = 0. 定义 沿 整 条 测 地 线 7 的 向 量 场 . 


J1(t), 当 t € [0, c—6], 
oo t E [c 一 SS，c 十 8]， 
0, 当 上 LE [c+6, 5b]. 


又 由 于 〈J 7) 二 0, 《(V, 7) = 二 0, UE€ Yo(0, 5), 因 此 根据 命题 12.3 和 (12. 6) 
式 , 有 
I(U, U)= 1m(], J1)+IS(V, V)+ Ios(0, 0) 
<T JJ) 十 Ts(J 1)+Is(], 7) 
= I(J, J)=0, 
这 就 证 明了 命题 . 
证 迄 

命题 12. 6 说 明 ,如 果 测 地 线 内 部 包含 共 斩 点 就 一 定 不 是 最 短 的 . 下 面 进 一 
步 讨论 著名 的 Morse 指标 定理 . 

设 7:[0, 1]-M 是 ” 维 Riemann 流 形 M 中 的 一 条 测 地 线 . 如 果 y(1) 是 
y(0) 的 共 斩 点 ,那么 ,V(0, 1) 中 的 Jacobi 场 组 成 的 线性 空间 的 维 数 称 为 该 共 思 
点 的 重 数 . 对 任何 Jacobi 场 JE Vo(0, 1), 我 们 有 《J(2), 7(2)) = 《J(2), 7(2)》 
三 0. 因而 ,J(1) | 7(1). (1) = 0 的 Jacobi 场 由 J(1) 决定 ,我 们 的 分 析 说 明 
J(1) 落 在 Tyu)M 的 n 一 1 维 的 子 空间 中 . 这 说 明 共 轿 点 的 重 数 不 超 过 nn 一 1. 
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考虑 Yo。(0, 1) 上 的 指标 形式 I 它 的 零 化 数 定义 为 
v(1) = dim{X € Yo(0, 1); I(X, Yo) = 01}. 
它 的 指标 数 定义 为 
i(1) 二 max dim{ .AC Vo(0, 1); 了 14 为 负 定 }. 


i(1) 和 v(1) 都 可 能 是 无 限 的 . 但 是 ,命题 12. 1 告诉 我 们 , 沿 > 的 Jacobi 场 构成 指 
标 形式 在 V。 上 的 零 化 空间 ,v(1) 因 而 是 有 限 的 ,我 们 可 写成 下 列 引 理 . Morse 指 
标定 理 则 意味 着 i(1) 也 是 有 限 的 . 

引 理 12.7 对 测 地 线 7Y:[0, 1] -> M, 那 么 ,v(1) 二 0, 除非 Y(1) 是 y(0) 的 
共 孝 点 ,此 时 vy(1) 恰好 是 Y(1) 作为 共 轿 点 的 重 数 . 

对 任何 1:€ [0, 1], 记 了 表示 yl 在 Vo(0, z) 中 的 指标 形式 ,对 应 的 指标 
数 和 零 化 数 以 i(t) 以 及 v(t) 表示 . 

定理 12.8 

i(1) = >)v(t) < co. 


ti<1 


附注 从 引 理 12.7 和 定理 12.8 可 知 y 在 Yo(0, 1) 中 的 指标 数 等 于 7Y(0) 沿 
Ylio,» 的 共 轿 点 数 ,当然 ,每 个 共 轿 点 以 重 数 计 数 . 着 重 指出 ,如 果 Y(1) 是 xy(0) 的 
共 辆 点 , 则 它 对 指标 数 无 贡献 . 

指标 定理 (定理 12. 8) 的 证 明 中 最 重要 的 一 步 是 在 Yo。(0, 1) 中 分 离 出 一 个 
有 限 维 子 空间 Ti ,使 1 在 VY。 中 的 指标 数 和 零 化 数 与 它 限 制 在 Ti 中 一 样 ,这 样 
首先 证 明了 i(1) 是 有 限 的 . 

为 定义 Ti ,分 割 区 间 [0, 1]. 考虑 到 YY(z), 存 在 它 的 邻 域 品 ,使 在 U 中 任 
意 两 点 只 能 用 唯一 的 测 地 线 相连 接 . 这 样 ,存在 有 限 个 区 域 U。,，…, Ui ,它们 覆 
盖 了 Yo. 取 0= 之 过 之 之 bry 二 1, 使 ys) CU,. 

定义 


TT 二 {XE Yo(0,1);X 在 Yi,4] 是 Jacobi 场 }， 


即 Ti 的 元 素 是 Y(t) 上 的 分 段 Jacobi 场 . 
定义 


T, = {X € Vo(0,1); X(1) =0, Vi= 0,.…,k|. 
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引 理 12. 9 
Vo = Ti 中 了， 
I(T, 了 2 ) 一 0， 
I | 过 0. 


证 明 VJETT 定义 划 (J) = 二 (J(t),…, J(&)). 由 于 y(t) 与 Y(tin) 不 
共 轿 ,因此 ,由 在 y(t;) 及 Y(tin) 上 的 值 (#t;) 及 J(tin) 唯一 地 决定 了 沿 Yl, ol] 
的 Jacobi 场 . 因此 ,8$:T 一 Tx)MG TM 外 … 曙 To,M 是 线性 同 构 . 因此， 
dmT = 过 oo. 

对 任何 XEVo, 有 Jx= 二 @ (X(t),…,X(&)) EX 显然 ,一 JxE 了 了， 
并 且 X= J 十 (X 一 J:). 因 为 Y(t;) 和 Y(tin) 不 共 轿 ,所 以 我 们 有 XX 一 Jx 生 TT， 
即 TT 们 T; = {10}. 这 就 证 明了 第 一 个 结论 . 

对 ET, WE T,, 从 (12.3) 式 有 


TU， W) = DD), We)) I 
— DtRGy, 11) 7, W)dt =0. 


因此 , I(T!，T:;) 二 0. 引 理 的 最 后 一 个 结论 事实 上 是 命题 12. 3 的 推论 . 
YW eT,, 记 W; 二 WW |i,,1， 有 


I(W, W) = 2 TW,, W;) 二 0. 


证 迄 
从 引 理 12. 9 可 知 ,z(1) 和 1) 均 等 于 指标 形式 工 限制 在 有 限 维 空间 Ti 中 
的 指标 数 和 零 化 数 . 
引 理 12.10 i(rt) 是 ft 的 增 函 数 . 
证 明 若 t 过 , 则 对 任何 X€ Vo(0, 7), 令 
X 0 过 Zi<i, 
0 tr<t<r, 


则 XE€ Yo(0, 区 ). 如果 I'(X, XX) 二 0, 则 必 有 

I*(X’, X)= I'(X, X)<0. 
这 样 , 我 们 有 结论 :如 有 Vo(0, rt) 的 i(z) 维 的 线性 子 空间 Vr ,使 天 在 V 上 是 负 定 
的 ,一定 可 得 到 V (0, rr ) 的 i(z) 维 线性 子 空间 ,使 I" 在 其 上 是 负 定 的 ,因此 ， 


X = 
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i(r) 过 i(r ). 
证 记 
引 理 12.11 对 任何 rE (0, 1) 及 所 有 充分 小 的 e 汪 0, 有 
i(t) = i(t— €). 
证 明 对 固定 的 zt, 选 取 [0, 1] 的 分 割 
0=t < "<in=1, 


使 trE€ (t; » titl ). 设 工 (zt) 是 沿 着 7| [0, z] 的 分 段 Jacobi 场 全 体 ,其 间断 点 是 ti 过 
ts 三 … 过 6. 从 前 面 的 引 理 12.9 知 , i(z) = 二 了 是 Ti(r) 上 的 指标 数 . 
对 任何 X, YE Ti(rt), 从 (12. 3) 式 得 


FOX Y) = SRY) lin (Re), YH)), (12.7) 


其 中 X; 是 XX 在 [t&, tn] 上 的 限制 ,i 二 0,…, j 一 1. 而 XY 是 羡 在 [5, rj 上 的 限制 . 

固定 嫉 ,，…, ,Ti(7t) 空 Tx)M 名 … 曙 Tx，M 是 固定 的 向 量 空 间 . 当 r 变 
化 时 ,(12.7) 式 中 只 有 (《X;(t;), Y(s)) 随 rt 而 变 ,其 中 X; 和 Y 为 [i;, r] 上 Jacobi 
方程 的 解 且 满足 边界 条 件 X(t) = 二 Y(t) = 0. 而 对 固定 的 和 和 Y, X;(t;), Y(t;) 
是 固定 的 . 由 于 7Y(z;) 以 及 Y(7) 同 在 Un 内 ,在 它们 附近 的 测 地 线 均 是 极 小 测 地 
线 且 光 滑 地 依赖 于 两 个 端点 , Xi 和 了 作为 y | ,a 的 单 参数 测 地 线 族 的 横 截 向 量 
场 也 连续 地 依赖 于 两 个 端点 ,因此 当 +t 变 动 时 ,《X,(t;), Y(t;)) 连续 地 依赖 于 r， 
即 I 是 T(t) 上 连续 依赖 于 zt 的 双 线 性 型 . 如果 T 在 子 空间 A C Ti(r) 是 负 定 
的 ,那么 ,对 e>0, 1 在 A 上 也 是 负 定 的 ,因此 ,i(rt 一 e) 之 i(r). 考虑 到 引 理 
12.10 即 得 ;(r 一 se) = i(7z). 

证 迄 

引 理 12. 12 对 任何 rE (0, 1) 及 所 有 充分 小 的 e 盖 0, 有 ir 十 e) = 
i(t) +y(7). 

证 明 和 引 理 12. 11 中 的 证 明 一 样 , 设 

Ti(r) 人 Tu MO … 由 Tx) M, 
那么 ,T 在 Ti(r) 的 叉 一 i(r) 一 v(z) 维 子 空间 上 是 正定 的 . 如 前 所 述 ,大 关于 = 
是 连续 的 . 那么 ,对 充分 小 的 s，fI 在 这 个 子 空间 也 是 正定 的 , 即 三 在 其 上 正 
定子 空间 的 维 数 大 于 等 于 nj 一 i(t) 一 v(t), 所 以 
i(tr+e) 委 方 一 (一 区 r) 一 Mr)) = i(r) tr(r). 
证 记 
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定理 12. 8 的 证 明 当 t 从 0 变 到 1 时 ,在 0 的 一 个 小 邻 域内 y(t) 是 极 小 测 
地 线 , 当 r 充 分 小 时 , i(rt) = 0. 如 果 Y(t) 不 是 Y(0) 的 共 堪 点 , 则 对 充分 小 的 。， 
由 引 理 12.7, 引 理 12. 11 以 及 引 理 12. 12 得 


i(t—e) = i(rt) = i(t++e). 
所 以 这 时 指标 数 i 在 zt 的 一 个 邻 域内 为 常数 . 当 y(t) 是 y(0) 的 共 斩 点 时 , 引 理 
12. 11 说 明 在 zt 的 左 端 i 仍然 是 常数 ,但 在 zc 的 右 端 有 一 个 x(r) 跃 度 的 跳跃 . 因 
此 ,zi(z) 是 一 个 从 零 开始 的 左 连 续 的 阶梯 函数 . 因此 
i(1) = >yv(s). 


这 就 证 明了 指标 定理 . 由 此 可 见 , 在 yY(0) 到 y(1) 之 间 xY(0) 的 共 轿 点 是 有 限 的 . 
每 通过 一 个 共 斩 点 :就 有 一 个 > 过 1 的 跳跃 ,而 跳跃 总 和 i(1) 的 有 限 性 在 引 理 
12. 9 就 证 明了 . 
证 迄 
Morse 指标 定理 在 几何 和 拓扑 中 有 很 多 应 用 ,参见 Milnor 著名 的 著作 0551. 
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共 轿 点 是 指数 映照 的 临界 值 ,它们 只 在 一 阶 无 穷 小 的 意义 下 刻画 了 测 地 线 
的 极 小 性 . 命题 12. 6 说 明 如 果 测 地 线 内 部 包含 共 斩 点 就 一 定 不 是 最 短 的 . 但 反 
过 来 就 不 一 定 成 立 . 最 简单 的 例子 是 圆柱 面 , 它 的 Gauss 曲率 处 处 为 零 ,因而 没 
有 共 斩 点 . 圆柱 面 上 的 纬 圆 是 测 地 线 . 当 它 超过 半圆 时 显然 不 是 极 小 测 地 线 , 尽 
管 它 和 其 邻近 曲线 比较 时 仍然 是 极 小 的 . 我 们 再 考察 恨 中 上 半 单 位 球面 的 表 
面 , 即 


M = {(zx, y, z):T 二 yz 二 1, 当 z>0 时 ; 
se he < 当 z 一 0 时 }， 


沿 着 边 (xz, y, 0):z’ 十 y 二 1| 作 适 当 修正 ,使 之 光滑 而 得 到 光滑 曲面 M. 在 靠 
近 “ 边 ”的 地 方 任 取 一 点 xz, 从 点 工 出 发 沿 着 边 作 测 地 线 y. M 的 上 半 部 事实 上 是 
半球 ,所 以 当 y 超 过 点 x 的 对 径 点 y 足够 远 时 ,将 有 共 圈 点 . 而 在 zx 和 >y 之 间 y 上 
无 范 点 ,这 时 , 它 在 邻近 的 曲线 中 是 极 小 的 . 但 是 ,从 xz 出 发 ,直接 下 到 M 的 底 
部 ,再 直接 从 底部 沿 直 线 到 达 y 的 下 方 ,再 向 上 到 达 y 的 曲线 &. 不 难 见 到 &< 的 长 度 
将 小 于 的 长 度 . 这 些 例 子 说 明 ,无 一 般 的 准则 来 判断 一 条 测 地 线 是 否 是 极 小 测 地 
线 . 我 们 继续 研究 测 地 线 的 极 小 性 质 . 在 这 部 分 中 总 假定 流 形 是 完备 的 . 

设 y:[0, ce) 一 M 是 弧 长 为 参数 的 测 地 线 . 注意 到 y|ro,] 是 极 小 的 充 要 条 
件 为 d(Y(0), Y(to)) 二 oo. 当 y|roo 是 极 小 时 ,对 任何 上 < 加 ,ylroo 也 是 极 小 . 
男 一 方面 ,根据 测 地 线 的 局 部 极 小 性 ,对 充分 小 的 1, Ylio,4 总 是 极 小 测 地 线 . 因 
此 ,或 者 对 任何 1 二 0, yl 是 极 小 的 ;或 者 存在 如 盖 0, 使 当 上 委 加 时 ,ylro0 是 
极 小 测 地 线 , 而 当 t 二 ,7Y1wo, ;就 不 是 极 小 测 地 线 . 后 一 种 情形 Y(t ) 就 称 为 
7(0) 一 工 关于 7 的 割 点 . 而 称 7 (0) 为 7 的 切 向 割 点 . 

从 工 出 发 的 测 地 线 y 随 初始 方向 变化 而 变化 时 ,7 的 所 有 制 点 的 全 体 称 为 
Z 点 的 割 迹 , 记 为 C(x) ,而 对 应 的 切 向 割 点 全 体 称 为 点 屏 的 切 向 割 迹 C(z). 于 是 
C(z) = exp.C (zx). 

根据 共 斩 点 的 性 质 , 割 点 不 会 在 第 一 共 特 点 之 后 出 现 ,并且 对 无 共 斩 点 的 测 
地 线 也 会 有 割 点 ,如 圆柱 面 上 的 测 地 线 . 而 对 球面 , 割 点 和 第 一 共 斩 点 是 重合 的 ， 
一 般 地 ,我 们 有 下 列 结 果 . 
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命题 13.1 设 7:[0, 6b]>M 是 以 孜 长 为 参数 的 测 地 线 ,Y(to) 是 工 二 7Y(0) 
的 割 点 ,那么 ,至 少 为 下 列 情况 之 一 ， 

(i) Y(to) 是 工 沿 7 的 第 一 共 示 点 ; 

(11) 存在 不 同 于 7 的 连接 工 和 7y(ti) 的 测 地 线 c, 使 了 (ac) 一 如， 并 且 加 是 这 
种 情况 的 最 小 值 . 

证 明 设 二 | 是 收 化 于 ,z 之 bh 的 序列 . 设 o; 是 连接 z 和 7y(z;) 的 以 弧 长 为 
参数 的 极 小 测 地 线 . 根据 假设 L(o;) 过 ti. 设 o0(0) = zx, 那么 ,1o;(0)} 是 TM 中 
单位 球面 上 的 序列 . 不妨 假设 它 是 收敛 的 (否则 取 其 子 序 列 ), 即 so:(0) 一 XE 
T.M, |X|=1. 设 c 是 过 z 以 X 为 初始 切 向 的 测 地 线 . 根据 测 地 线 方程 关于 初 
始 条 件 的 依赖 性 ,我 们 得 到 o; 一 致 收敛 于 c ,因此 ,c 为 连接 z 和 Y(to) 的 弧 长 为 
参数 的 测 地 线 . 我 们 分 下 列 两 种 情况 讨论 : 

(i) 如果 X = 二 7(0), 那么 ,ai 一 致 收敛 于 y|ro. 设 o 的 弧 长 为 s;, 那 么 ， 
oi(s;) 二 Y(t;). 根据 割 点 的 定义 % 过 ti, 从 而 

si0i(0) 天 万 (0)， 
但 是 ,它们 在 指数 映照 下 的 像 
expz(si0i:(0)) = o(s;) = y(ti) = expz(t; 7 (0)) 
是 相同 的 . 这 说 明 ,指数 映照 exp; 在 to7 (0) 的 任意 小 的 邻 域内 不 是 单 的 , 即 
to7 (0) 是 dexpz 的 奇 点 ,也 就 是 说 yx(z ) 是 工 沿 7 的 共 斩 点 . 
(i) 如 果 关 天 7(0), 那么 ,go 和 7Y 是 过 xz 和 Y(t) 的 不 同 测 地 线 . 由 连续 
性 ,有 
L(go) = limL(o;) < limt; = to. 
又 因为 y(b) 是 z 的 制 点 , 即 yio, ,是 极 小 测 地 线 , 那 么 
L(o) 之 L(y |10, 11) 一 to. 


这 说 明 工 (c) = 加 也 是 极 小 测 地 线 . 最 后 要 证 明 不 存在 e, 0 二 ee 二 ,使 6 是 连 
接 zx 和 7(e) 的 不 同 于 7y 的 测 地 线 ,并 且 满 足 工 (5) = e. 否则 ,曲线 5U 7y| 的 
长 度 也 是 i. 而 曲线 5 U 7 | 不 是 光滑 曲线 , 它 在 Y(e) 点 有 一 角 点 . 因此 , 存 
在 点 xz 和 点 y(to) 间 的 长 度 小 于 的 曲线 ,这 与 Y(to) 是 点 的 割 点 相 矛 盾 . 
证 迄 
命题 13.2 如 果 g 是 p 沿 测 地 线 y 的 割 点 ,将 7 反 向 得 到 7, 那么 ,PP 是 gq 
关于 7 的 割 点 ， 
证 明 ”由 假设 7 是 p,q 间 的 极 小 测 地 线 , 那 么 ,g 沿 7 的 制 点 必 在 点 丸 或 媚 
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以 外 的 点 p .从 命题 13. 1 可 知 gq 或 者 是 p 的 第 一 共 轿 点 ,或 者 过 p, g 有 两 条 不 
同 的 极 小 测 地 线 . 当 g 是 之 的 第 一 共 辆 点 时 , 娟 是 9 的 第 一 共 斩 点 ,qd 的 割 点 不 可 
能 在 第 一 共 轿 点 后 出 现 . 当 之 闻 有 两 条 不 同 极 小 测 地 线 时 ,根据 命题 13. 1, 点 4 
的 制 点 也 不 可 能 在 点 p 之 后 出 现 , 因 此 , p” = p. 
证 志 
设 zEM 是 任意 一 点 .假定 S. 是 T-M 上 的 单位 球面 .对 XE G-, 定义 G- 
上 的 函数 : 


co ,如 果 以 ,XX 为 初始 条 件 的 测 地 线 无 割 点 ; 
to ,如 果 以 I, X 为 初始 条 件 的 测 地 线 yx(t) 以 yx (加 ) 为 割 点 . 


命题 13.3 rt 是 连续 函数 . 

证 明 设 S: 中 有 序列 X, 一 外 ,我 们 来 证 明 r(X;) 一 r(X). 对 r(X;) 的 任 一 
收敛 于 a 的 子 序列 ,不 妨 仍 记 为 r(X;). 

(i) 如 果 a = ce, 对 任意 固定 的 t, 它 必 小 于 无 限 多 个 r(X;) ,不 妨 设 当 i 充 
分 大 时 ,上 < tr(X;), 因此 


d(x, expztX) = d(x, lim exp-tXi) 


t™(X)= 


一 lim d(x, exptX,) 
二 上 上. 
这 说 明 r(X) 宇 . 
(ii) 如 果 a 二 co, 那么 ,r(X;)X 一 aX， 有 
d(x, expzaX) = d(x, lim expzt (X;)X.) 
= lim d(x, expsr (Xi) Xi) 
一 lim tr™(X,;) = a. 
这 说 明 r(X) 宇 a. 所 以 
lim sup r(X;) 过 r(X). (13.1) 
进而 ,如 果 r(X) 之 a, 那么 ,expzaX 不 可 能 是 z 沿 expstX 的 共 斩 点 ,因此 ， 
指数 映照 在 aX 的 某 邻 域 U 中 是 微分 同 胚 . 由 于 r(X;)X; 一 aX, 不 妨 设 
rt(X;)X; 均 在 U 中 ,因此 ,expzr(X;)Xi 不 可 能 是 xz 沿 expztX; 的 共 纯 点 . 根据 命 


题 13. 1 ,在 zx 和 expzr(X;)X; 间 存 在 男 一 条 极 小 测 地 线 , 即 对 任何 i, 存在 Y; € 
©:,， 使 


expst (X,)X; 全 = expr(X; )Y.,. 
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这 说 明 r(Xi)Y; 不 在 U 中 . 不妨 设 Y, > Y, 那么 ,aY 作为 +(X,)Y, 的 极限 也 不 
在 U 中 .因此 
expsaY = lim expzt (X,)Y, 
Ss lim expzTt (X;) X; = expz: lim tT™(X,)X, 
-= ex en 


这 说 明 exp:zX 和 expstY 是 x 和 expzaX 一 expzaY 间 的 不 同 极 小 测 地 线 . 根据 
命题 13. 1 的 结论 ,对 任何 6 二 a, 测 地 线 exp-iX(0 委 上 委 20) 就 不 是 极 小 测 地 线 ， 
而 与 r(X) 之 a 相 矛 盾 . 
这 说 明 对 任何 收敛 于 a < 的 和 r(X;)} 的 子 序 列 有 rt(X) 过 a, 从 而 
r(X) < lim inf r(X,). 
结合 (13. 1) 式 ,我 们 得 到 
trX) < lim inf r(X;) < lim sup r(X;) <r(X). 
这 就 完成 了 证 明 . 
证 迄 
推论 13.4 划 迹 和 切 向 割 迹 C(z)， C(x) 分 别 为 M 和 T,M 上 的 闭 集 . 
证 明 对 C(xz) 的 任 一 极限 点 y, 存 在 y: € C(x), 使 y; 一 y. 设 7(t) 为 z 和 
Yi 间 的 弧 长 为 参数 的 极 小 测 地 线 , 使 yi(ti) = Yi, 那么 ,ti 二 T+(7i(0)). 不妨 设 
7:(0) —Y, 所 以 
y = lim y: = lim y(t:) 
lim yi(t(7:(0))) 
= lim exper (7:(0)) 7:(0) 
= expzr( 了 Y)Y € C(x). 
这 就 证 明了 C(xz) 是 闭 集 , 它 在 指数 映照 下 的 原 像 C(xz) 当 然 也 是 闭 集 . 
证 运 
命题 13.5 完备 Riemann 流 形 M 是 紧 的 充 要 条 件 是 对 任何 xX EM, 切 向 
割 迹 C(z) 同 豚 于 单位 球面 S: CC TM. 
证 明 如 果 M 是 紧 的 , 设 它 的 直径 4d(M) = 6, 那么 ,从 任 一 点 工 出 发 的 弧 
长 参数 测 地 线 y:[0, coo) 一 M, 在 7 |io,sr 外 就 不 可 能 是 极 小 测 地 线 , 因 此 ,+r 一 
6 十 1. 设 B:S: 一 C(x) 定 义 为 
BCX) = r(X)X. 
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它 显 然 是 同 胚 . 
反 过 来 ,如 果 C(z) 和 SG. 同 胚 , 则 C(z) 是 紧 集 . 设 AC SS: 是 6:; 上 的 子 集 ， 
使 A 上 的 任 一 向 量 有 切 向 割 点 , 即 


A 三 rm([0, co))， 
那么 ,8:A-=C(z) 定 义 为 
BX) = r(X)X. 


8B 总 是 同 胚 ,A 是 紧 集 ,因而 是 S. 中 的 闭 集 . 另 一 方面 ,对 XE A, 总 存在 X 的 
邻 域 UC A. 否则 ,存在 X; 一 和 ,而 r(Xi) 一 oo. 根据 命题 13.3,r 是 连续 的 ， 
r(X) 三 co 而 与 XE A 矛盾 .因而 ,A 又 是 开 集 . 这 就 得 到 A = 8:. 这 说 明 从 点 
x 出 发 的 任 一 测 地 线 有 基点 , 即 对 任何 XE€ S:, tr(X) < co. 

设 y€ M 是 任意 一 点 ,存在 连接 zx 和 yy 的 极 小 测 地 线 yY, 使 d(x, y) = 
L(Y) 委 r(X) 二 ceo. 这 就 得 到 流 形 M 的 直径 4(M) < 二, 因而 是 紧 
Riemann 流 形 . 

证 迄 

下 面 我 们 考虑 切 向 割 迹 的 内 部 

ES(z) = {itX; XE SHS: 并 H 0 rrX)). 


命题 13.6 exp-:ZCz) 一 M 是 嵌入 . 

证 明 首先 注意 到 exp; 在 卫 (z) 上 是 单 映 照 . 否则 ,存在 waXi，cazX:《E 
5(X) ,使 exp-aiXi 一 expzaz X; = 二 gq, XiEG- ,ai>0,a<r(X) ,而 aiX 天 
azXaz. 不妨 设 oa 二 az. 这 样 ,对 测 地 线 yx (t) = exp-iX。 在 它 的 割 点 expzr 
(X: )X: 之 前 就 有 一 点 ,使 和 9q 之 间 有 两 条 不 同 极 小 测 地 线 , 而 与 命题 13. 1 
矛盾 . 

其 次 ,由 于 第 一 共 思 点 不 会 在 制 点 之 前 出 现 ,dexp; 在 3(z) 中 非 异 , 这 就 证 
明了 expz 在 3(z) 中 是 岁入 . 

证 迄 

命题 13.7 M = exp,5(x) UCGCz) ,并 且 exp:S(x) 门 CCz) = 人， 

证 明 显然 , exp:Z(z) U CCz) C M. 另 一 方面 , 设 对 任何 qg € M, 则 存在 
x 和 gq 之 间 的 极 小 测 地 线 Y(t) = expstv, v € 6S:, 7Y(0) 二 x, 以 及 7Y(a) = 9， 
显然 ,a 过 r(v). 如 果 a 二 r(v) ,那么 ,gq = expzav € C(x); 如 果 a 过 rt(v) ,那么 ， 
q € exp (7X). 总 之 MC expz3(x) UC(zx). 我 们 证 明了 第 一 个 结论 . 

如 果 exp:2(x) 人 | C(x) 关 名 , 则 存在 XE 3(zx) 和 YE C(xz), 使 exp:X = 
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expsY = gq. 于是,g 是 z 沿 71(t) = expst TT 的 割 点 ,所 以 
IY |= ad(z, q) < L (expst [ 支 [)=| XX |. 


另 一 方面 ,考虑 测 地 线 y(t) = exp [入 [由 假设 a 一 exp-X 在 z 沿 (7) 的 庆 


点 之 前 ,所 以 , | X |= d(xz, g) 三 | Y |. 联系 到 上 一 式 得 到 | X |=|Y |= 
4(z, 9). 这 和 命题 13. 1 的 结论 在 割 点 之 前 不 可 能 有 两 条 不 同 的 极 小 测 地 线 7 
(t) 和 yz(zt) 相 矛盾 . 因此 ,M 是 互 不 相交 的 expz3(z) 和 C(xz) 的 并 集 . 


证 迄 
根据 命题 13. 6 ,指数 映照 exp, 在 5(x) 中 是 单 映 照 ,当然 它 在 以 xz 为 中 心 、 
以 r(z) = d(x, C(x)) 为 半径 的 开 球 中 是 单 的 .因此 引入 单 射 半径 
i(M) = inf d (zx, C(xz)). 
当 M 是 紧 流 形 时 , 单 射 半 径 i(M) 关 于 其 他 几何 量 的 下 界 估计 在 整体 Riemann 
几何 中 是 很 重要 的 . 


14 比较 定理 


Cartan-Hadamard 定理 以 及 Bonnet-Myers 定理 有 一 个 公共 的 特点 ,并 给 
们 以 启发 . 在 Cartan-Hadamard 定理 中 ,以 欧 氏 空间 为 模型 空间 ,以 曲率 小 于 等 
于 0 来 代 蔡 欧 氏 空间 的 零 曲 率 , 那 么 , 流 形 在 微分 同 胚 的 意义 下 仍然 类 似 于 RR"; 
而 在 Bonnet-Myers 定理 中 ,以 球面 S" 为 模型 空间 ,以 Ricci 曲率 大 于 等 于 ”一 1 
来 代替 球面 5S" 的 Ricci 曲率 ”一 1, 那么 , 流 形 在 紧 致 的 意义 下 和 S" 相 类 似 . 这 
两 个 定理 的 公共 特点 ,都 是 从 模型 空间 出 发 ,将 流 形 与 之 比较 ,而 得 出 所 要 研究 
流 形 的 性 质 . 

这 里 进一步 展开 这 种 技巧 ,得 到 更 细致 的 定量 结论 ,证 明 Rauch 比较 定理 、 
Hessian 比较 定理 、Laplace 比较 定理 三 角形 比较 定理 . 至 于 体积 比较 定理 将 在 
下 面 一 部 分 中 讨论 . 

比较 定理 可 推广 到 Finsler 几何 中 ,相应 的 定理 参阅 [27],[20]. 

引 理 14.1 设 M 和 M 是 n 维 Riemann 流 形 .y:[0, 5b] 一 M 以 及 YY:[0, 6] 一 
MM 分 别 是 M 以 及 M 中 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 ,J 以 及 了 了 分别 是 沿 着 y 和 7 的 正 
交 Jacobi 场 ,使 J(0) = 二 J(0) = 0, 且 对 某 BE [0, 6], | JC8) |=| 了 (8) |. 
如 果 

(1) 7Y 无 共 恩 点 ; 

(ii K (2) < KO), 

其 中 


展 (D = max{ 在 Tz, 了 中 包含 (1) 的 所 有 平面 的 截面 曲率 }， 
K(t) 一 min{ 在 Ty M 中 包含 7(G) 的 所 有 平面 的 截面 曲率 } ， 


(j8, 10) 过 (了 (，7(Cp)》， (14.1) 


证 明 ”由 于 7 无 共 轿 点 ,因此 | (8) |=| 了 (8) | 冯 0. 沿 y 取 平行 移动 生成 
的 么 正 标 架 场 1e;) ,使 El1 一 Ys J (B) = aes (Pp), a 之 0; 同样 ,有 {ei;| ,使 e 一 .7， 
了 (8) = aes(B). 设 


J(t) = Phels), 
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J (i) = 23 h(t) a(t). 


显然 有 hi(0) = 有 (0) 一 0; hj(B) = Rh,;(B) = 0,j>2;h(B) =h(B) =a. 沿 
测 地 线 y, 定 义 向 量 场 


J > hi(t)ei(t), 


I(J, 7) < TN, 7). (14. 2) 
考虑 到 引 理 的 条 件 


rT, 1) 一 | (RG, 11) 7, 11))d 
= |].(5 [Ri (5 RKGA(Y, 11)))d 


<| F(R)KG))a 
<[ UT -5 KO) oe 
过 | UT -DR) Ry, 7)))d 
= | 07 (RY, 7)y,T))d 
= Ts(J, 1 ). > 
由 于 J 和 了 都 是 Jacobi 场 ,因此 从 (12. 2) 式 (14. 2) 式 和 (14. 3) 式 即 得 我 
们 要 证 明 的 (14. 1) 式 . 
证 过 
附注 ”从 证 明 过 程 可 见 , 当 曲 率 条 件 是 严格 不 等 式 时 ,(14. 1) 式 也 就 变 成 严 
格 不 等 式 . 
我 们 来 证 明 下 列 Rauch 比较 定理 (定理 14. 2). 
定理 14.2 设 M 和 M 是 n 维 Riemann 流 形 , zx €E M, XY € M, J:TM — 
TT 及 是 线性 等 距 ,vE TM, 训 二 $8(v). 设 7Y:[0, 1] 一 M 以 及 了 :[0, 1] 一 了 分 
别 是 M 以 及 了 中 的 测 地 线 ,y(t) 二 expstv, 7 二 exp ztD. 设 XETM,X= 
$CX) 分 别 看 成 在 T,M 和 TM 在 v 和 全 的 切 向 量 . 假定 
(1) 7 无 共 罗 点 ; 
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(ii) KG) < KO), 
其 中 及 (1) 和 K(t) 的 意义 同 引 理 14.1, 那 么 


| dexp,X | 过 | dexpzX |. (14. 4) 


附注 ”由 于 指数 映照 在 径 向 等 距 , 且 考虑 到 Gauss 引 理 ,因此 我 们 只 要 对 
X | v, 人 * | 人 的 情形 进行 证 明 . 
定义 M 上 的 单 参数 测 地 线 族 


y(t) = expzt (vt uX ), 
那么 , 它 的 横 截 向 量 场 U 是 Jacobi 场 ,显然 有 
U(0) = 0, U(0) = X, U(1) = dexp-X. 
同样 可 得 好 上 的 Jacobi 场 这 ,满足 
DU(0) =0, 六 (0) = FF, DO(1) = dexpsX. 

我 们 可 将 Rauch 比较 定理 化 为 它 的 等 价 形式 如 下 . n 

定理 14.3 设 y:[0, 6] 一 M 以 及 了 :[0, 65] 一 M 分 别 是 M 以 及 M 中 以 弧 长 
为 参数 的 测 地 线 , 设 U 和 是 沿 六 以 及 六 的 Jacobi 场 ,满足 
U(0) = O60) = 0, UO), 760)) = (0), $00)) =0, | U0) |=| U0) |， 
在 和 定理 14. 2 一 样 的 假定 下 ,对 任何 上 E [0, 的 ,有 

1UGD) [<I UG) |. (14. 5) 


证 明 ”从 Jacobi 场 在 测 地 线 方向 及 其 正 交 方向 分 解 的 性 质 立 即 可 知 U 和 

UU 都 是 正 交 Jacobi 场 . 令 

f(t) = (U(t), U(z)), 

f(t) = (U0(), 0()). 
先 设 f 和 了 在 (0, c) C [0, 5] 中 为 正 ,那么 ,对 任何 BE (0, c), 令 

下 t) 了 、 To 

J(z) TTB TT J (zt) FT 

因此 ,J (tz) 和 J(z) 分 别 是 沿 y 以 及 了 的 正 交 Jacobi 场 ,并 且 | J(8) |= 1 = 
| 了 (8) |. 根据 引 理 14. 1 得 到 


(j(B), 1(8)) < (T (8), 7 (8)), 


UL( 


即 
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(U(p), U(B)) (Up), Op)) 
CU(B), UCB ~ (OD(p), Op)) 


对 任何 上 E (0,c), 有 
7 


f(t) -一 
f (2) 


fF. 
将 上 式 两 边 从 e 到 + 上 积分 ,得 到 


log f(1)| <log 702)|. 


所 以 有 
f(z) f (e) 
A ley 
f (0) fle) _1. f (e) 
Te 


Ee (Ule), DO(e)) 
~ 《UL(e), U(e)) 


= lim 


~ (Ul(e), U(e)) 十 | U(e) | 


(Ue), Dle)) 十 | Oe) | 


~ 2 
OC 


1U(0) | 


到 现在 为 止 我 们 已 经 证 明了 对 任何 :€ (0, c) ,如果 了 (z) 守 0 以 及 了 (1) > 0， 


那么 
f(t) 2 f(). 


(14. 6) 


根据 假设 7 无 共 轿 点 ,所 以 在 整个 区 间 (0, 由 上 总 有 f(t) >> 0. 另 一 方面 ,如 果 


f(t) 之 0 的 极 大 区 间 为 (0，c) ,从 (14. 6) 式 得 到 
f(c)  F(c) > 0， 
与 假设 矛盾 .因而 (14. 5) 式 得 证 . 


附注 


证 迄 


还 有 男 一 类 Rauch 比较 定理 , 它 联 系 于 焦点 的 概念 . 我 们 叙述 如 下 . 


设 y:[0， 站 ->M 以 及 7 了:[0, 5b] 一 MM 分别 是 M 以 及 M 中 以 弧 长 为 参数 的 测 


地 线 , 设 U 和 订 是 洛 y 以 及 7 的 Jacobi 场 ,满足 


U0) = U0) =0, (UO), 760)) = (D0), F060)) =0, | UO) |=| To) 1. 


假定 
(1) 7y 无 焦点 ; 
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(iD KG) < KOW), 
其 中 民 (t) 和 K(1) 的 意义 同 引 理 14.1, 那 么 ,对 任何 tC [0, 的 ,有 


|1U() |<I 00)1. 


推论 14.4 设 M 是 完备 Riemann 流 形 , 它 的 截面 曲率 非 正 ,那么 ,对 任何 
XE M, exps:T,M -> MM 是 下 述 意 义 下 距离 不 减 的 映照 ;对 T,IM 中 的 任何 向 量 
X ,有 


- | dexpsX | 宇 | X |. (14. 7) 


附注 “前 面 我 们 证 明了 曲率 非 正 的 流 形 一 定 没 有 共 斩 点 . 这 里 给 出 更 强 的 
结论 . 

推论 14.5 设 IM 是 完备 单 连通 截面 曲率 非 正 的 Riemann 流 形 . 设 ABC 是 
M 中 的 测 地 三 角形 , 它 的 3 个 角 为 A,， B,C, 对 应 的 3 条 边 长 为 4, b,c， 那么 

(i) wa: 十 刀 一 2apcosC 扫 ci; 

(ii 4 十 如 十 C 委 
并 且 , 当 M 具 负 曲率 时 ,上 述 为 严格 不 等 式 . 

证 明 (i) 设 人 C 的 顶点 为 zx, 它 的 对 边 弧 AB 为 测 地 线 yc, 它 的 弧 长 是 c. 在 
TM 中 作 过 原点 的 三 角形 人 QOP, 使 QO = 656, 人 QOP = C, PO = a, 那么 ， 
expz Yc 一 54. 应 用 推论 14.4, 得 到 


=| 1 | d= || dexp¢ ld | | dt = L(t). 
这 就 证 明了 
c’ > L’() > PQ = a’ 二 +b— 2abcosC. 
(ii) 由 于 a, 5, c 满足 三 角 不 等 式 , 我 们 可 以 在 平面 民 中 作 以 a, 5,c 为 边 
长 的 三 角形 ,它们 的 对 角 分 别 为 A', B', C'. 根 据 (i) 的 结论 ,得 到 


A 
cosC = 


2 2 2 
< cosC. 


ab 
这 就 得 到 C 过 C', 同 理 可 得 BB', A < A', 因此 
A 二 B+CA 二 BC =. 
证 迄 
在 Rauch 比较 定理 中 , 测 地 线 7 无 共 示 点 的 条 件 是 必要 的 ,否则 定理 不 成 
立 .我 们 有 下 列 例子 . 
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例 14.1 设 研 一 S'(3), 而 M 一 S*(2), 那 么 ,RK 一 地 , K = 二 .考察 测 地 


线 7:[0, 3x] 一 S:(3) ,以 及 y:[0, 3x] > S*(2). 设 吕 和 UU 为 相应 的 正 交 Jacobi 
场 ,并且 


DO(0) =0, | U(0) |= 1 
U(0) = 0, | U(0) |= 1. 
设 玉 和 W 为 沿 7 以 及 7y 的 测 地 线 正 交 的 平行 单位 向 量 场 ,那么 
D( = f(t) W, Ut) = (WO), 
其 中 ,了 和 了 满足 方程 以 及 初始 条 件 


f+7f=0; 7f(0) =0, f(0)=1; 


~ 


P+ =0;7(0)=0,7(0)=1. 
容易 得 到 
f= 2sin 5 ， F = 3sin 本. 


我 们 总 有 
f(t) <f (2). 
当 t € [0, 2x] 时 ,y 只 有 共 轿 点 7Y(2x), 且 
| U0) |=| 70) |¥| Fo 1=| U0) 1, 
的 确 如 Rauch 比较 定理 所 断言 的 . 但 是 
| U(37x) |=| fF(3x) |=0<2=|f(3x) |=| U(37) |， 


问题 就 出 在 y:[0，3rx] 一 S:(2) 包 含 共 斩 点 y(2x). 
习题 ” 设 Riemann 流 形 M 的 截面 曲率 K 满足 0 二 LK 过 晶 , 其 中 有 和 
L 是 常数 . 设 y 是 M 中 的 测 地 线 ,那么 ,7 上 相 邻 共 辆 点 沿 着 7 的 距离 d 满足 
_ _x 
A 
现在 来 考察 Hessian 比较 定理 (定理 14. 6). 
定理 14.6 设 M 和 MM 是 nn 维 Riemann 流 形 ,y:[0, 6] 一 M 以 及 7 了:[0, 的 一 
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M 和 M 上 从 工 及 全 出 发 的 距离 函数 . 令 


KR(2) = max{ 在 Ty M 中 包含 (t) 的 所 有 平面 的 截面 曲率 } ， 
K() = min{ 在 Tro 1M 中 包含 7(t) 的 所 有 平面 的 截面 曲率 }. 


如 果 
(i) 7Y 和 了 都 是 不 含 割 点 的 极 小 测 地 线 ， 
(ii) 对 任何 t, KR(z) 过 KG)， 
那么 ,p 和 P 在 7 以 及 了 附近 ( 除 工 及 信 ) 是 光滑 的 ,并 且 沿 着 7》 和 7 有 Vp 二 V5. 
附注 ”这 里 Yip 志 VF 意味 着 对 任何 :€ (0, 5], 设 XE TxyM, X € Tz 
M, 满 足 |X|=| 关 |, (X,Y(z)) = (对 ,7(z)), 那么 


Vip(X, X) <V:o(X, X). (14. 8) 


证 明 对 任何 XX 有 分 解 X 二 ay(t) 十 Xt ,其 中 Xt, 7) = 0. 同样 ,有 区 = 
a (zt) 十 及 +. 
考虑 到 


Vip(7, 7) = 7Y7p— (Vi;7)p = 7(t)(1) = 0, 
Vip(7, X+) = Xt+ yp— (Vx! 7)p 
= Xt(1)— (Vx! 7, grad p) 
一 (Vx 7 7) 一 0. 
而 对 MM 也 有 相应 的 关系 . 因此 ,我们 只 要 对 X17, 祥 1, |X|=|X|,t=6 
证 明 (14. 8) 式 即 可 . 

设 5:[0, ej 一 M 是 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 , 使 5(0) = 7y(5), 8(0) 一 X. 对 
任何 w€ [0, e], 7Y:[0, 5] -> M 是 连接 x 和 5(x) 的 极 小 测 地 线 . 由 于 到 制 点 距 
离 函 数 的 连续 性 ,因此 这 些 测 地 线 不 相交 而 构成 单 参数 测 地 线 族 思 , 且 
p(t(w)) =L(Y,). 设 U 是 它们 的 横 截 正 交 Jacobi 场 .显然 , U(0) = 0, U(65) = 
2(0) = 二 XX, L (0) 中 的 边界 项 消失 , 即 

L’(0) = I(U, U). (14. 9) 
同样 可 得 

L”(0) = I(U, DD). (14. 10) 
如 所 知 U 和 可 都 是 正 交 Jacobi 场 ,我 们 还 有 
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TI(U, U) = (U0(6), U6)), I(D, DO) = (U0(6), O06)). (14.11) 
又 由 于 y 无 共 辆 点 ,因此 应 用 引 理 14. 1 ,得 到 
(DC UB)) < (U8), O86)). (14. 12) 
这 样 , 从 (14.9) 式 (14.10) 式 (14. 11) 式 和 (14. 12) 式 得 到 


Vz p(X,X)= Ei (E(w)) | — (Vi &)p 
= 工 ”(0) = I(U, U0) 
= (DU(6), Db)) 2 08), Ub)) = Vip(X, X). 
证 记 
推论 14.7 在 定理 14. 6 的 同样 假设 下 ,并 设 f:[La, bj 一 RR 是 光滑 增 函 数 
( 即 了 宇 0), 那么 , 沿 测 地 线 7y 和 六 ,有 


Vif(p) < Vf(D). (14. 13) 
证 明 首先 ， 
Vif(p) = f’(p)dp® dp+ f (p) Vip, 
Vif(2)= f°(5)dj @ dj +f (2) VD, 
并 且 , 沿 着 y 以 及 六 ,有 
p(7(1)) 一 上 一 六 (7(t)). 
因此 
f (p°7(t)) = f(7° 7()), 
f (pop° 7(t))= f° (8 。 7 (1)), 
do(X) = (7, X) = (7, XY)= dj(X). 
于 是 ,从 定理 14. 6 立即 得 到 (14. 13) 式 . 


考虑 到 A = traceV:, 因此 有 下 述 推论 . 
推论 14.8 在 同样 的 假设 下 ,对 任何 上 E (0, 5], 有 


Ao(Cx(i)) 委 AO(C7(t)). 


推论 14.9 设 M 是 7 维 完备 单 连通 人 Riemann 流 形 ,oE M, po 是 从 o 出 发 
的 距离 函数 ,如 果 它 的 截面 曲率 非 正 ,那么 在 M\{o} 上 ,有 
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O (14. 14) 


和 如果 截 面 曲率 小 于 等 于 一 k? ,那么 
Ap 之 k(n—1)coth(kp), 
Ao 之 2 二 2(n— 1)pcoth(ko). 


证 明 根据 推论 14. 8 ,我 们 只 要 计算 欧 氏 空间 和 双 曲 空间 的 距离 函数 的 
Laplacian. 在 前 面 的 7 中 我 们 已 计算 了 常 曲率 空间 的 Jacobi 场 ,由 (7. 3) 式 和 
(7.4) 式 给 出 . 对 欧 氏 空间 , 任 一 与 测 地 线 正 交 的 J(0) = 0 的 Jacobi 场 为 


J (t) = tE(t), 
其 中 下 为 平行 向 量 场 . 取 


U(t) = 一 一 一 一 J() = E(t), 


[TOO 一 末世 5 
那么 ,| U(5) |= 1, U(6) 一 二 U(5), 并 且 
Vip(U(B), Ub)) = (VDC), U(b)) 一 二 一 记 


在 y(b) 点 取 正 交 于 测 地 线 的 正 交 标 架 e2(5) ,，… ,en(5) , 沿 测 地 线 平 行 移动 得 到 
es(t), a 之 2. 那么 ,上 述 E(z) 分 别 可 取 为 e。(i), 从 而 得 到 


Us = fest), BU,(b) = ¢,(6) 
构成 点 (5) 和 测 地 线 正 交 的 正 交 标 架 . 所 以 
Ap = 5 Vip(U,(b), U.(b)) = 3 


Am = 2do ® dp( 坟 : DoD 2 on 0 


对 双 曲 空间 ,同样 取 沿 测 地 线 y(z) 平 行 的 么 正 标 架 场 {17 (1), e.(z)| ,也 正 
如 (7. 3) 式 和 (7.4) 式 给 出 的 , 沿 y(z) 的 任 一 正 交 Jacobi 场 J(t), J(0) = 0 一 定 
可 写成 


Te Tsinh(kt) E(t), 
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这 里 E(z) 是 任 一 平行 向 量 场 . 取 


1 加 sinh( kt ) 
UO oy | nh 


那么 ,| U(5) |= 1, 以 及 
Vip(U(b), U(b)) = (U(b), U(b)) = kcoth(66) = kcoth(ko). 


那么 ,上 述 E(z) 取 e,(t) 而 使 


_ sinh(kt) 
U.(t) = rr 


由 于 U。(b) = es(b) 构成 Y(b) 点 的 nn 一 1 么 正 向 量 , 因此 


Ap = >》) Vip(U,, U,) = k(n— 1)coth(ko), 
Ap’: = 2 二 2pAp = 2 二 2(n—1)kocoth(ko). 
证 迄 
有 了 Hessian 比较 定理 ,马上 可 得 距离 函数 Laplacian 之 间 的 比较 ,正如 推 
论 14. 8 得 到 的 结论 . 在 很 多 几何 问题 中 希望 将 曲率 条 件 减弱 为 Ricci 曲率 的 条 
件 , 男 一 方面 又 增加 一 点 条 件 , 为 此 ,我 们 专门 讨论 Laplace 比较 定理 . 先 证 明 下 
列 引 理 . 
引 理 14.10 设 M 和 了 是 疡 维 Riemann 流 形 , y:[0, 6] >M 及 了 :[0, 站 -> 
MM 分 别 是 从 ZzE M 及 去 EM 出 发 的 缴 长 参数 的 测 地 线 ,Ric 和 Ric 分 别 是 Ricci 
张 量 . 设 {[ 太 ) ，{ 记 5) 分 别 是 沿 y 以 及 了 的 Jacobi 场 ,满足 LF(0) 二 口 :(0) 一 0, 并 
且 {LUF(b)，7(6)》 是 勾 正 的 ,{Ei()， 方 (0)} 也 是 么 正 的 .假定 
(i) y 和 了 都 是 不 会 割 点 的 极 小 测 地 线 ; 
(ii) 对 任何 上 E [0, 5b], Ric(F,) 入 Ric(7,7); 
(iii) M 是 常 曲率 应 的 Riemann 流 形 ， 
那么 


> 0 Ui) 过 Us DU:). (14. 15) 


证 明 和 引 理 14. 1 的 证 明 一 样 ,对 每 个 i= 2,…,n, 沿 7 取 平 行 移动 所 生 
成 的 标 架 场 e(t), ei(t), 使 el = 二 7, ei(b) ==U'(b), 同样 沿 7 有 @ (zt)，e'(z), 使 
21(t) = 7(t)， ei(5) = Ui(b). 于 是 


14 比较 定理 97 
U'(t) = er 
Ui(z) = 3 hi ei. 
显然 有 及 (0) = 二 (0) = 二 0, hi(b) = 二 (5) = 二 60. 令 
LU) = 2 he,. 
根据 命题 12. 3, 对 任何 i = 二 2,…, n, 有 
I(U’:, Ui) < I(Ui, Ui). (14.16) 
考虑 到 邮 具 有 常 截面 曲率 开 以 及 天 (0) = 8, 那么 ,Jacobi 场 必 有 形式 
U'(t) = Se €1(t), 
其 中 Ss 由 (7.4) 式 所 给 出 . 这 说 明 
h(t) = Se6. 
从 (14. 16) 式 得 到 


SO Oe DIO ty | OU l= 0 7 0 


= 5 | ($e (20) — (ROY, Se) 7, Sre))d 
= | ((n—D(S (0)) — (Se )’Ric(y, 7))dt 
<| (一 D(S (0)): — (SS:) Rie(y, F))de 


S| 


证 这 
下 面 介 绍 Laplace 比较 定理 (定理 14. 11). 
定理 14.11 设 p 和 分别 是 从 工 E M 及 冯 E 馈 出 发 的 距离 函数 ,A，A 是 
M 和 M 上 的 Laplace 算 子 . 在 和 引 理 14. 10 一 样 的 假定 下 有 结论 : 
(i) p 和 六 在 y 和 光 附 近 ( 除 z 和 六 点 以 外 ) 是 光滑 的 , 且 


Ap(7(t)) < AP(F(L)); (14. 17) 
(iD Ap(Y(2)) 二 APF(Y(2)) 的 充 要 条 件 是 在 TyM 中 包含 7》(t) 的 任何 平面 
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的 截面 曲率 是 常数 后 , 且 沿 着 y(t) 在 7(0) 一 工 为 零 的 任何 正 交 Jacobi 场 Ji 都 
可 表示 成 J(t) 一 Sx (1t)E(z), 其 中 Sx:[0, 6] -> 民 是 古典 Jacobi 方程 f” 十 
KXf 二 0，f(0) = 二 0 的 解 ,E(zt) 是 与 7 正 交 的 单位 平行 向 量 场 . 

证 明 

(i) 与 Hessian 比较 定理 一 样 证 明 , 设 fe: ,…, e"} 是 Ty,M 上 的 单位 正 交 
基 , 且 e == 7, 那么 


Ap(7(t)) = 六 Vzo(e，e) = >1TI(U'， U:), 
其 中 U: 是 正 交 Jacobi 场 ,意义 同 定 理 14.6 及 引 理 14. 10. 同样 
A (7(2) = DD, 0’). 


应 用 引 理 14. 10 立即 得 到 (14. 17) 式 . 

(ii) 如 果 Ap(Y(z)) = AP(7Y(z)), 那么 在 (i) 的 证 明 过 程 中 不 等 号 都 变 成 等 
号 ,在 引 理 14.10 的 证 明 中 的 不 等 式 (14. 16) 也 为 等 式 , 即 对 任何 i 二 2，…， 
n, 有 


Ue bl 
根据 Jacobi 场 的 性 质 (命题 12.3), U' = Ui. 又 由 常 曲率 空间 中 Jacobi 场 的 性 
质 U: = Sze', Sz 满足 
f+Rf=0,f(0)=0, f(b)=1. 
根据 Ui 的 构造 Ui = Sze', 因 此 ,U' = Sze 是 沿 y 的 Jacobi 场 .将 U' 代入 Jacobi 
方程 
Ui+R(y, Ui)y=0, 
从 而 
(S++ (R(7, U') y, ei))e’: = 0, 
(R(y, e') 7, e') = Se 


二 沈 33 


其 中 e 可 以 为 任 一 与 > 正 交 的 单位 向 量 . 
证 迄 
推论 14.12 假设 同上 并 且 设 f:[0, 5b] 一 RR 是 光滑 增 函 数 ( 即 f 宇 0), 那 
么 ,对 任何 : € [0, bj, 必 有 
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Af(p)(7(2)) < Af(P) (70)). 
证 明 注意 到 
Afl(p)=f’"(p)+f (Ap 和 Af(B5)= f°(8)+fFB)AD 
即 得 . 
证 迄 
下 面 研 究 三 角形 (Topogonov) 比 较 定 理 . 这 是 Rauch 比较 定理 的 整体 形式 . 
它 提供 了 研究 曲率 有 下 界 的 Riemann 流 形 的 结构 的 重要 工具 . 
定义 14. 13 (i) Riemann 流 形 M 中 的 测 地 三 角形 八 (pipzps) 是 3 个 不 同 
的 点 pi，,p;，, ps , 称 为 顶点 ,和 连接 四 + 到 pi (i =1,2,3 mod3) 称 为 边 的 3 条 
极 小 测 地 线 7 所 构成 的 图 形 . 7Y;! 和 Yili 在 pi; 切 向 量 间 的 夹 角 称 为 三 角形 
人 和信 (pip2:p;) 在 pi 的 角 , 记 为 a; 二 了 (piipipitil) 或 人 pi. 周 长 1 二 十 bz 十 如 ,其 
中 Li; L(Y;). 
在 测 地 三 角形 八 (pipzps) 的 定义 中 ,如 果 两 条 边 7;，7Y: 是 极 小 测 地 线 , 而 
yi 是 测 地 线段 (不 一 定 极 小 ), 它 的 长 度 满 足 不 等 式 


li lls = d(p, pi)+dl(p, pz), 


么 ,我 们 称 这 样 的 图 形 是 广义 测 地 三 角形 

(ii) 在 M 中 的 测 地 链 (p; 7Y, TT) 由 称 为 顶点 的 一 个 点 Pp EM 以 及 从 点 户 出 
发 的 称 为 边 的 极 小 测 地 线段 7, rz 所 构成 的 图 形 . 我们 以 La 记 7Y 和 rt 在 p 的 切 
向 量 的 夹 角 . 

如 果 YY 是 极 小 的 而 tc 不 一 定 是 极 小 ,我 们 称 (p; 7Y, 7 为 广义 测 地 链 . 

定理 14.14( 三 角形 (Toponogov) 比 较 定理 [26]) 设 M 是 完备 的 Riemann 
流 形 , 它 的 截面 曲率 满足 K, 之 kx, 其 中 必 是 常数 . 记 M2 是 2 维 的 单 连 通 的 具 常 
截面 曲率 kk 的 Riemann 流 形 . 

(i)(T.C.T.(I)) 对 广义 测 地 三 角形 八 (pipzps), 假 定 Y;，Y3 是 极 小 的 并 
且 凡 二 L(N) 之 - 开 , 那 么 , 周 长 1 之 下， 并且, 在 Mi 中 存在 一 个 测 地 三 角形 

Vx Vx 


Kx 
从 (B182zP3), 具 有 相同 的 边 长 L(Y;) 二 L(Y)(i 二 1]，2，3), 并 满足 /as 之 
as, Aas 之 人 人 a. 


如 果 /二 2 那么 ,上 述 人 ( 方 , 方 ; 方 , ) 在 相差 一 个 Mz 中 的 等 距 下 是 唯一 
AKC 


的 .进而 ,如 果 在 M 中 存在 周 长 为 全) 的 测 地 三 角形 人 (zizpszps)， 那 么 ， 
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M 等 距 于 常 截面 曲率 的 球面 S”. 

(1)(T.C.T.( 卫 )) 对 广义 测 地 链 (p; 7y，zr) ,假定 L(7) 过 
T) 是 M. 中 的 测 地 链 , 满 足 L(7Y) = L(Y), L(r) 二 L(z5), 并 且 , 它 的 角 @ 等 于 
(Pp; 7Y,T) 的 角 . 设 gq, 表示 7Y,， 了 的 端点 ,r, 广 表示 Tf, 的 端点 . 那么 ， 

d(g, 7) 委 d(G ,7). 

附注 T.C.T.(I) 和 T.C.T.(I) 是 等 价 的 : 

如 果 T. C. T.( 工 ) 成 立 并 设 (p; y，r) 是 一 广义 测 地 链 . 令 曲线 r 的 长 度 为 
1 一 LODUS 语 ) 取 * 为 它 的 弧 长 参数 ,那么 , "< :< 1/ 令 


T: 一 supfpeE(0, 171]; T.C.T.(I) 对 0=t 过 tl}. 
那么 , 4(q, r(T)) 过 d(9,z(T)). 事实 上 ,根据 连续 性 以 及 工 的 定义 , 必 有 
d(g, r(T)) = d(g, T(T)). 


为 证 明 T. C.T.( 卫 ), 只 要 证 明了 T= 1. 首先 说 明 , > 0. 对 使 tlio,w] 是 极 小 的 
* 过 0, 我 们 考虑 M 中 的 测 地 三 角形 人 (pqr(t)) 以 及 M: 中 具 相 同 边 长 的 
人 (893). 那么 ,根据 T.C.T. (了 工 ), 我 们 有 


(5 六 FF) 入 了 (abr(t)). 
考察 Mi 中 的 两 个 三 角形 人 (89 了) 和 人 和信 (PFGt(t)), 有 
L(g87) SL/(gpr(t)) = L(GPE()), 
由 于 在 空间 形式 的 模型 空间 中 有 相应 的 余弦 定律 , 据 此 可 知 在 对 应 的 测 地 三 角 
形 中 , 当 两 边 对 应 相等 时 , 夹 角 大 的 对 边 长 ,反之 亦 然 . 我 们 由 此 得 到 
d(g, T(t)) 之 d(f, 7) = d(g, rr))， 
从 而 工 > 0. 其 次 ,假定 二 1. 对 M 中 的 测 地 三 角形 和信 (pqr(T)) 以 及 Mi 中 的 
人 (BGz(T)), 从 T.C.T.(I ) 得 到 人 (F(T)F) 过 人 (gr(T)p). 所 以 ,对 充 
分 小 的 e 二 0 以 及 八 (gr(T)r(T 二 6)), 取 MM 中 的 具有 相同 边 长 的 测 地 三 角形 
信 (¥(T) 3 了), 我 们 有 人 (YY(T)3) 人 (gr(T)r(T++e))= 7 
Laqr(T)p) 委 r 一 (2F(T) 方 ) = (FG tT(T) F(T+e)). 因此 ,d(G, tT (T+e)) 
宇 d4(g, 3') = 二 d(gq, tr(T 十 e)), 这 和 T 荆 的 定义 相 了 矛盾 .所 以 , T=L. 
反之 ,假定 T.C. T( I) 成 立 并 且 设 入 (pipzp;) 是 广义 测 地 三 角形 . 


如 果 它 的 周 长 小 于 - 取 ,那么 ,在 Me 中 的 测 地 三 角形 人 (1525;) 是 唯一 确 
kx 
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定 的 (可 能 差 一 个 等 距 ). 考察 广义 测 地 链 (ps; 7;, 7), 顶 角 记 为 人 az, 以 及 Mi 
上 对 应 的 测 地 链 ( 方 :; 7: ,， 7: ) , 顶 角 记 为 Zazz. 从 工 .C.T. (I) 得 到 


d(P1, 9) 之 d(pi, ps) = L(y:) = L(Y2). 
在 Me 中 有 人 (六 F199) 以 及 人 (P182sB8s). 由 于 L(B829) 二 L(B2Vs) 以 及 d(P， 
9Y) 宇 d(P1, 8;), 因此 
La = AP ) LR. 
类 似 地 ,有 
La 人 人. 


如 果 周 长 /= 人生 并且 4 之 下 (i = 1, 2, 3), 我 们 同样 得 到 Las 三 人 8， 
J oe 


La 之 人 .但 此 时 ,Mi 中 的 比较 三 角形 位 于 一 个 大 圆 上 , 因此 ,人 a; = 
了 za 一 x. 从 而 ,人 az = 二 Las = 二 x. 如 果 民 或 如 等 于 ,那么 ,根据 最 大 直径 定 


理 ( 请 见 下 面 的 15),M 和 S” 等 距 , 我 们 的 结论 显然 成 立 . 如 果 / = 并 朋 训 宇 


友 ' 那 么 ,在 Me 中 的 对 应 测 地 三 角形 是 一 个 (连接 对 径 两 点 的 测 地 线 组 成 的 ) 
双 角 . 这 不 是 唯一 确定 的 ,但 是 ,我 们 可 在 M: 中 取 一 个 双 角 使 关于 角 的 条 件 


最 后 ,在 定理 的 证 明 中 将 说 明 />> 情形 不 会 发 生 . 


为 证 明定 理 14. 14 先 证 明 下 列 引 理 (H. Karcher). 

引 理 14. 1S 设 (p; 7， rt) 是 测 地 链 , 其 中 7， r:[0， 1 一 M 是 极 小 测 地 线 . 
令 p= (C0) 二 r(C0)， Q 一 Y(1),， La (1) 且 考 虑 测 地 三 角形 八 (pgr). 设 1/ 是 周 
长 ,假定 4e: 一 0 如 果 在 包含 i (p) 的 紧 致 区 域 上 截面 曲率 K 之 
A(A 二 0). 取 在 M” 中 如 T.C.T([) 的 对 应 的 测 地 链 (PF，7 了 ,5), 且 令 @ 二 
7(1)， 广 二 (1),， 那么 ,存在 c(e，G，A) > 0, 当 dp， 7) << cle, $6, A) 时 ， 
dl(g， 7) <d(g, 广 ) , 即 在 此 情形 下 , 工 . C.T. C(I) 成 立 ， 进而 ,如 果 ,k 魏 0, 我 们 
可 取 c = 一 一 . 

C 机 

证 明 设 E(t) 是 单位 向 量 (0)/ 中 (0) | 在 Mr 中 沿 7 的 平行 移动 所 生 
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成 .我们 考虑 连接 六 和 8 的 一 条 极 小 测 地 线 c :[0, 1] 一 Mr , 它 不 一 定 取 与 弧 长 成 
比例 的 量 为 参数 ,但 可 表示 为 (zt) = exp7ydw f(t)E(z), 其 中 了 是 [0, 1) 上 的 光 


滑 函 数 并 且 A 如 果 *“ 委 0, 根据 平面 公理 ,这 显然 是 可 能 的 ,并 且 ， 
我 们 看 到 在 < 盖 0 时 , 取 c(e, xk, A) 委 e 时 也 是 可 能 的 .事实 上 ,因为 


0 


dz,9) 一 dlp, 4) < 也 一 让 


一 E， 


并 县 


d(g, 7?) 过 Ee, dF ,7F)<e, 
ke 


所 以 ,三 角形 人 A( 方 & 产 ) 的 周 长 小 于 一 2e, 并 且 测 地 三 角形 A( 方 CrF) 的 所 有 
kK 


角 小 于 x. 那么 ,根据 平面 公理 6 可 表示 成 上 述 形式 且 0 志 f(z) 一 万 是 0( 委 上 <1 
上 的 光滑 函数 . 
另 一 方面 ,我们 在 M 中 取 沿 + 平行 的 向 量 场 E(1) 且 
E(0) = (0)/ 1 i(0) 1 ， 
并 注意 到 《E(t), 7(1)) 二 《E(t), T(t)). 我 们 考虑 M 中 的 曲线 c 定义 为 
c(t): = expyw f(t)E(L), 


它 连 接 r 和 9g. 现在 ,假定 0< f(t) 委 那么 ,根据 定理 Rauch 比较 定理 中 


2VA 
关于 焦点 的 假定 是 满足 的 ,我们 就 有 
d(g ,7F)=L(c) 宇 L(c) 之 d(g, 7). 


这 说 明 T. C. T. 在 这 种 情形 成 立 . 所 以 ,只 要 估计 f(z). 

我 们 只 证 明 w 之 0 的 情形 ,而 将 «过 0 的 情形 的 证 明 留 给 读者 练习 . 注意 到 
E(t) 和 的 夹 角 a 是 常数 . 令 顶 点 9 处 7 和 6 的 夹 角 为 8 且 令 a(t): = d(9， 
6(t)), 那么 ,根据 正弦 定理 ,我 们 有 


n 


sinVkf (t) = 


SD ea, (14. 18) 
SlLn WwW 


我 们 将 说 明 如 果 取 c 充分 小 , f(z) 就 小 于 或 等 于 2 首先 ,假定 4(@, 产 ) 委 
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2 在 这 种 情形 ,从 (14. 18) 式 以 及 正弦 定理 我 们 有 


sinV«f (1) = Sinyxalt) _ Sinzd($, 六 ) < sinVrd(F, 六 ) < sinwWec(e,， $, A). 
sinVrd (G 六) 


注意 


了 后， 充分 小 ,我 们 


<d(g,7 DE 在 这 种 情况 下 ,微分 


有 
(14. 18) 式 的 两 端 ,我 们 有 a(t) = 一 一 ,这 里 1 二 二 1 是 f(t) 取 极 大 的 点 .又 


2V9 
从 正弦 定理 得 到 


_ sing _ sinyrd($, 7) < sin kc (e, Kk, A) 
Si (te) sina sinVxd (6, 7) sin Vke 


如 果 我 们 取 。 充 分 小 ,使 上 式 最 后 一 项 小 于 sin (Vx -了 ), 我们 就 得 到 Au) < 
2wWe 
定理 14. 14 的 证 明 ” 如果“ 之 0 并 且 d4(M) = 万 那么 ,由 最 大 直径 定理 ， 


M 和 半径 为 kx 的 球面 等 距 , 此 时 ,结论 显然 成 立 . 以 后 , 当 « >0 时 我 们 假定 

AM 设 入 (pipzps) 是 MM 中 的 广义 测 地 三 角形 ,i 是 它 的 周 长 . 我们 用 下 
Kx 

面 3 步 来 证 明 T.C. T. (I ). 


《人 = 的 情 
) 大 形 . 


令 4e ee , 当 x 志 0 时 ,将 它 看 为 十 oo, 还 假定 在 紧 子 集 C = B; (9) 截 


面 曲率 处 处 满足 KK 过 A. 设 c= cle, rk, A) 是 上 面 引 理 中 给 出 的 正 数 . 取 [0, 1] 
的 分 割 0 = 过 ti… 过 & 二 1, 使 对 yi:[0, 1] 一 M 有 d(ri, rin) 志 c(i 二 0,… 
一 1), 其 中 7x; 二 X(ti), ro 二 pi, r= pp 一 3. 

对 i 二 1,…, 上 &, 取 连 接 r; 和 pi 的 极 小 测 地 线 6; ,我 们 用 关于 i 的 归纳 法 证 
明 对 广义 测 地 三 角形 人 (pipzr;) 的 TT.C.T.( 工 ) 成 立 . 注意 到 和信 (pi1pz7;) 包 含 在 
C 中 并 且 由 三 角 不 等 式 , 周 长 li 满足 ra 委 /. 容易 验证 


104 黎 曼 几何 讲义 
d(p1, p2)++d(pi,7i) L(Y | [£0, #;]). 


对 i 二 1, 考察 Me 中 的 测 地 三 角形 和信 (F1 方 : 六 ;) , 它 的 3 条 边 长 等 于 人 (pipzr;) 
的 3 条 边 长 .将 上 面 引 理应 用 于 测 地 链 (p2; 7Y35 ,X11[0, 石 ]) 以 及 (yi; 61, (7| 
[0, 二])) ,由 它们 和 M: 中 对 应 的 测 地 链 以 及 人 和信 (PF1 方 : 六 ) ,我 们 得 到 
(pip2sri) LP FB; 1), A(piripi) 之 AL(Pir7 PB:), 

这 就 完成 了 i = 1 时 的 证 明 . 

假定 i 一 1 时 定理 成 立 . 我 们 考察 M: 中 的 测 地 三 角形 八 (81 VB; 六 i)， 
全 (Fi 半分) ,它们 的 边 长 和 人 (pipzrii) 以 及 人 A(Cpreir) 的 边 长 对 应 相等 . 那 
么 ,根据 归纳 法 假设 ,我 们 和 证 明 i = 1 时 的 推导 一 样 得 到 


LPip2sri) LP BorF), LApPirps) LP Fip;), 
(piriip:;) 之 (Pi 六 ;1 万 : ) ， (piriri) 之 (Pi 六 Fi ). 
(14. 19) 


这 样 ,我们 得 到 Mx 中 的 四 边 形 , 它 是 凸 的 . 事实 上 , 它 在 顶点 六 -1 是 凸 的 ( 即 
(Ps ;1 六 ; ) 过 7), 因为 根据 (14. 19) 式 ,有 


全 ( 方 ， 六 一 六 ; ) 一 (Pi 六方; ) + 人 (PriFi) 
SALA(Pirips) t+ A(Piriiri) 一 


根据 三 角 不 等 式 , 有 
d(P;,, 和 1 ) 十 @( 产 -1 ， ri;) <d(fi, 方 : ) 十 ad(Fi, 和 ) ， 


所 以 , 它 在 方 ; 是 凸 的 . 将 边 8; 膏 延伸 到 测 地 线 7>; , 令 产 是 寺 上 从 和 元: 延伸 长 度 
4( 关 :， 六 :) 得 到 的 点 ,那么 ,在 Mi 上 ,我 们 得 到 4 ( 方 ; , 关 ) 之 4d( 方 ， 产 :). 再 在 
M: 上 将 三 角形 人 A( 方 Bi 六; ) 与 测 地 三 角形 人 A( 方 : 方 : 六 ) 相 比较 , 它 与 
和 A(zizzr) 有 相同 的 边 长 ,我 们 得 到 


LPipzri) = Lpiprri) LB Pit) = LAP 方 : 六) LPB $s 产 ). 
将 上 述 两 个 测 地 三 角形 的 作用 变动 一 下 ,我 们 也 得 到 
Lpirips) 2 AL(P1 7b). 
这 就 证 明了 对 i 时 的 结论 . 
(2) «>>0 且 1 一 -大 的 情形 


我 们 已 假定 4(M) < ve， d(pi, pi), d(pi, ps) 二 一 .现在 ,由 于 /= 
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在 7 上 有 一 点 7 = 7i(4)， 使 


d(pi, pa) L(y ra) 三 工 7 la) 十 dp ， p;) = 一 . 


Ea 


我 们 还 假定 4( 户 , >) < 亚 , 因此 ,如 上 述 第 一 步 , 我 们 容易 验证 


d(pi, p2)++d(pi, 7r) 之 工 (7 ol)， 
并 且 

d(pi, 7)+d(ps, pi1) L(y |i,1). 
然后 取 Mz 中 的 测 地 三 角形 和 A( 方 ; 方 : 六 ) 以 及 A (万 :六方 : ) 它 们 的 对 应 边 分别 等 
于 M 中 的 广义 测 地 三 角形 和信 (pipzr), 人 (zirps). 我 们 后 面 将 证 明 人 (P17 2B;) 
二 人 人 (P17;) 一 XT, 从 而 

LFFB2) = LApirps), LPFBs3) = Lpirps). 

否则 ,延长 连接 Fs 产 的 极 小 测 地 线 , 超 过 广 , 到 PF, 使 4(8'3, 广 ) = d(F;, 广 ). 由 
于 了 人 (B17 Bi) 二 人 (B17 8';), 因 此 有 ad(B1, 8') 之 d(B1, 83). 这 样 ,在 Mi 中 


得 到 测 地 三 三 角形 人 (Bs ) 它 的 周 长 超 过 - 泽 ,得 到 矛盾 .所 以 ,我 们 在 M: 上 
得 到 测 地 三 角形 和 A ( 方 ; 方 : 方 : ) , 它 和 和 人 A (zi zzzs ) 的 边 长 对 应 相等 ,并 有 一 Fi 过 
一 加 ,二 方 ;: 委 二 加. 根据 球面 三 角 中 的 余弦 定理 ,如 果 工 (和 ) 一 4 (万 。 , 方 : ) 到 


万 那么 , 测 地 三 角形 A ( 方 Pp? P; ) 满足 全 Pp; = r(i 一 2， 3) ， 它 事 实 上 是 大 


圆 . 注意 到 ,此 时 对 三 角形 俯 (pipzps) 也 用 pz = 一 加 = 二 x. 如 果 L(y)= 万， 


用 类 似 的 讨论 ,我们 看 到 和信 (B18;F; ) 满 足 pA pi 一 T， 它 是 由 连接 8， 和 P 的 两 


个 半 大 圆 组 成 的 双 角 . 并 且 ,如 果 工 (7 ) 一 万， 则 上 面 的 讨论 蕴涵 着 d(p1, 7) 


二 d(P1, 广 ) = 一. 所以, 如果 在 M 中 存在 一 个 周 长 为 让 的 测 地 三 角形 , 那 


么 ,我 们 有 d(M) = 太 ， M 就 和 常 曲率 « 的 球面 等 距 . 


(3) «>>0 且 /> 这 的 情形 
我 们 来 证 明 这 种 情形 不 会 发 生 . 令 r = xyi(4ti) 是 Xi 上 满足 
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d(pi, Pi) + dl(pi, r) 十 L(Y | ro a es 


的 第 1 个 点 .我 们 和 前 面 一 样 假定 dp ,pe), dp ,7) < 


为 一 方面 ， ,由 于 周 长 1> 滩 ， , 我 们 有 


Uy 


L(y 160,11) L(Y) < 


有 


应 用 第 二 步 讨 论 于 广义 测 地 三 角形 人 A(zitpzr) ,我 们 有 人 pz 二 人 r= 二 7, 且 ps 位 
于 连接 r 到 pi 的 极 小 测 地 线 上 . 这 样 


2 dp LY 
Vx 


d(pi, pi) + LX Jeo.11) + dlr, pi) = 
这 是 不 可 能 的 . 
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我 们 已 知道 定向 流 形 上 微分 形式 的 积分 以 及 Stokes 公式 . 对 Riemann 流 
形 , 它 的 Riemann 度量 自然 决定 了 它 的 体积 形式 ,从 而 ,可 定义 Riemann 流 形 中 
区 域 的 体积 . 这 里 主要 证 明 Bishop-Gromov 体积 比较 定理 ,并 用 它 来 证 明 最 大 直 
径 定理 . Bishop-Gromov 体积 比较 定理 是 在 Ricci 曲率 有 下 界 的 情形 下 得 到 的 ， 
据 此 ,可 以 得 到 体积 的 上 界 估计 . 当然 从 截面 曲率 的 上 界 条 件 , 可 以 得 到 体积 的 
下 界 估计 . 这 里 的 曲率 条 件 一 般 不 能 减弱 为 Ricci 曲率 的 条 件 . 这 里 也 给 出 了 后 
者 在 附加 条 件 下 的 结果 . 

设 ei| 是 Riemann 流 形 M 中 一 点 附近 的 局 部 么 正 标 架 场 , iw' | 是 它 的 对 偶 
标 架 场 ,那么 ,M 上 的 体积 形式 可 表示 为 

dV =w A A ww. 
在 局 部 坐标 系 {zx' ，…, x”"| 下 ,Riemann 度量 为 


ds = gi dz'idzi. 
w' 一 didz) ， 


gy = >yafay，g = det(gs) = [det(a!)]’, 
dV = Vgdz! MA … A dz". 
设 UC WM 是 任 一 坐标 邻 域 ,那么 ,在 UU 中 的 积分 定义 为 
| fav=| f Ve dzl…dzn"， 
u M 


直接 计算 可 以 验证 ,上 式 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 . 设 {U:1 是 Riemann 流 形 M 
上 的 一 个 局 部 有 限 的 坐标 邻 域 履 盖 . 利用 附属 于 {Ui 的 单位 分 解 { 办 | (各 宇 0， 
> 由 二 1), 定义 
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j= Bp 


由 于 上 式 右 端 和 覆盖 12 以 及 单位 分 解 的 选取 都 无 关 , 因 此 定义 是 有 意义 的 . 
考虑 到 Riemann 流 形 一 定 是 割 迹 内 部 5, 和 制 迹 的 C (x) 的 并 M = 
23: UU C(xz), 而 C(z) 是 零 测度 集 .因此 


| rar 加 | Ws | ,rar 


流 形 M 也 许 不 能 被 一 个 坐标 邻 域 所 覆盖 ,但 是 , 它 的 积分 值 只 依赖 于 一 个 坐标 
邻 域 3, ,从 而 积分 定义 和 定向 无 关 . 

现在 ,我 们 来 证 明 著 名 的 Biship-Gromov 体积 比较 定理 . 

对 Riemann 流 形 M 上 的 任何 光滑 函数 f:M->R ,有 


Af = -一元 (\ “3)， (15. 1) 


其 中 g = det(g;). 

对 任何 zE M, 3(z) 是 TM 中 切割 迹 的 内 部 ,由 于 exp; :3(z) 悦 3, 是 微分 
同 胚 ,5(z) 中 的 极 坐 标 系 导 致 己 中 的 测 地 极 坐 标 系 , 又 根据 Gauss 引 理 , 将 
Riemann 度 量 写 成 


ds = dr’ + go(r, 0)d d, (15. 2) 


其 中 , a, 8= 1, …, n 一 1, 曲线 7 为 从 点 x 出 发 的 测 地 线 ,在 制 迹 内 部 ,7 也 
是 从 点 x 出 发 的 距离 函数 ,9 是 T.M 中 单位 球面 上 的 局 部 坐标 . 记 g = 
det(ge). 从 (15.1) 式 和 (15. 2) 式 得 到 


也 就 是 


OVE (15. 3) 
沿 从 z 出 发 的 测 地 线 曲线 , 取 平 行 移动 标 架 场 [元 , 。| ,由 于 

3 3 

Ar = VE (Ve. 了 ,ee ) 


一 (V3 Ve 分， ec ) 
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—— 《R(2, 6)2, 0.) + (Ve] ,0 )， 


因此 我 们 得 到 
区 Ar 一 一 Ric( 序 )| Hess(r) | :. (15. 4) 
根据 Schwarcz 不 等 式 , 有 


Ar 委 Vz 一 1 | Hess(r) | (从 后 面 讨论 可 知 对 常 截面 曲率 流 形 为 等 号 )， 
并 将 其 代入 (15.4) 式 得 到 


区 Ar <— Ric( 元 ) 一 二 (Ar) 站 而 
将 (15. 3) 式 微分 ,并 将 (15.3) 式 和 (15. 5) 式 代入 得 到 


(有 


如 所 知 


Vgdr A db 
是 从 点 zx 出 发 测 地 线 在 割 点 之 内 的 体积 形式 ,其 中 d9 是 一 1 维 单位 球面 的 体 
积 形式 . 为 记号 简单 起 见 , 记 
Pe 
那么 , 割 迹 内 部 的 体积 为 


V(Gz.) = |，JGr，6)drdg， 


其 中 ,3(z) 为 切割 迹 内 部 . 一般 地 ,对 M 中 以 z 为 中 心 、 以 上 为 半径 的 测 地 球 
Bz-(b), 它 的 体积 为 


说 肥 前 二 | J(r, 0)drdg, 
B() NE(z) 


其 中 ,B(t) 表 示 T,M 中 以 0 为 中 心 . 以 i 为 半径 的 开 球 . 类 似 地 ,可 定义 Riemann 
流 形 中 区 域 的 体积 . 根据 法 坐标 的 性 质 , 当 x->0 时 ,有 


J(r, 0)~r. 


对 常 截面 曲率 的 空间 型 式 M, ,在 测 地 极 坐 标 下 的 度量 为 
ds’ = dr’ 二 Si(r)dy, 


其 中 
记 sin(5)， es 
S.(7) = 人 人 大 K 一 0 
inh To), k << 0. 
这 时 
Hess(r) = Se(g— dr @ dr). 
M 的 体积 形式 为 


J.dr A d0， 


其 中 几 = Se (r). 从 (15.3) 式 (15.4) 式 和 (15. 8) 式 可 直接 验证 : 


人 
元 Are =— (n— Dk— (Ar)’, 


oJ 全 2 ( 字 


和 qr 


ar2 (2 一 上)J 
现在 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ,并 且 Ric 之 (mn 一 1)x. 令 


) Se 


DD_ny aD_ my .. 
D= 了 “也 es 37r2 BD 
那么 
D' = 一 (二 Jz 十 一 一 J 十 J 下) 
n—1 nO—1 
有 
n—1 
(15. 3) ] 
= D(Ar— Ar.,). 
n—1 
再 求 导 


ID = T[D'(Ar 一 Ar) 十 D(Ar) — D(Ar,)’] 


7 一 


(15.7) 


(15. 8) 


(15. 9) 


(15. 10) 


(15. 11) 
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Ar 一 Ar。 D »./3\ D D ， 
<D( 一 1 =) 一 一 c( 元 】 人 
曲率 条 件 /Ar 一 Ar \? 

ER 人 
ee A) 
( 
EE 2 D’Ar., 
n—1 
Ro 2 ds 
DD (15. 12) 


上 式 第 二 行 用 到 了 (15. 5) 式 15. 9) 式 和 (15. 11) 式 . 据 此 可 得 
(J 声 D')’ = -二 272D' 十 J 相 DY 
=J 声 (D+ 1D) < 0 
对 任何 7 宇 e, 成 立 
Jii(r)D’(r) < J (e)D'(e), 


D'(r) < Jr(r)J 直 (e)D’(e) 
= 二 (7) (O) CJ CE) (0) J (eT (0) — J (eT) (e) Te(e)) 


< lim 一 大吉 (J (e) CJ 1) (e) 太 六 (e)J(e) — J (ee) (e) J (e)). 
考虑 到 J, J 当 r 一 0 时 的 渐 近 形态 (从 度量 张 量 的 渐 近 性 态 可 见 ), 上 式 右 端 极 
限 为 零 , 即 

D'(r) 委 0 (从 (15. 11) 式 即 得 Laplace 比较 定理 Ar 委 Ar.). 


这 就 得 到 ,对 任何 x €E M 和 xz。E€ M., 35(z), (zo) 分 别 为 切割 迹 内 部 , 当 
(Fs 0) € Z(z), r € 5S. (xo) 时 ,有 


_ Jr， 0) 
r 下 (15. 13) 
是 单调 下 降 的 . 
令 x 是 Z(z) 的 特征 函数 , 即 


1， 当 (r, 9) E Z(z), 


Xr OT lo yr, 0) ¢ 2(z). 
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类 似 地 ,有 x. 当 «>0 时 ,从 Ricm 之 (n 一 1)« 的 条 件 ,应 用 Bonnet-Myers 定理 ， 
M 上 极 小 测 地 线 的 长 度 小 于 等 于 -在 ,而 它 恰 为 M. 中 任 一 点 到 割 点 的 距离 ; 当 
“二 0 时 ,M. 无 割 点 ,这 时 , x, 三 1. 在 曲率 条 件 的 假定 下 ,我们 总 有 


Xr, 0) < Xe 


这 说 明 
E A 0) \ 0 
~ lr) (定义 5 一 
是 下 降 的 . 定义 
J = x],， J. = x),, 
那么 


pa J (20) J 0) LOT 15. 14 
.lr) Jr) (7) Dp 


作为 两 个 非 负 下 降 函数 的 积 也 是 下 降 的 . 设 S(r) 和 S.(7) 分 别 为 M 和 M, 中 以 
z 和 zo 为 中 心 以 7 为 半径 的 测 地 球面 .| 了 (x, 9)d9 表 示 单 位 球面 子 集 C(7) 
上 的 积分 ,使 对 任何 9 € C(r), 测 地 线 y(s) = exp:(9) 直到 s 一 7 都 在 割 迹 之 
内 , 即 C(r) = {0 € S", exp:(r9) € 32.1. 我 们 有 
| J(r, 0)d0 a J(r, 0)x(r, 9)d9 
= | ,71(r, Ox(r, 0)d0 = | T(r, 0)de. 
一 般 地 ,定义 


| 0, 0)d0 | A’(r, 0)x(r, 9)d0. 


Sn 一 1 
对 任何 ri 过 7r;, 有 
le J(n, 0)d0 一 | J (ri, 0)x(rz, 0)d0 
< | Tn, x(n, 0)d9 = |, Tr, 0)de. 


(15.15) 
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从 (15. 14) 式 得 
J (r,, 0) J.(r) 志 Jn, 0) J.(r;). (15. 16) 
因此 
= 3 (15.16) 式 a 
|， To WaoT.(n) < | Ton, 0)doT.(rs) 
! (15. 15) 式 2 
< | Tor dT.(n), 
S(r1) 
即 
| Tr,0d | Torn，6)dg 
S(r,) SO 
J (rz) J .(r1) l 
即 
| J (rz, 0)d0 | J (ri, 0)d0 
S(r,) S(r]) 
Sr (rz ) x 72) 3 Sr (ri)x.(71) | 
考虑 到 


| Td = |, ,Sr (nx) = Sr (x(a, 
其 中 or-: 为 (n 一 1) - 维 单位 球面 体积 ,所 以 得 到 
| Tr, 0)de 
六 ~ Sn 


人 (15.17) 
1， 过 dg 


为 单调 下 降 的 . 
设 


qr) = | T(r, 0)d9, g(r) = | J.(r) de 
S(7) S(7) 


那么 ,(15.17) 式 意味 着 
;yh 97) 
6 qx (7) 
为 单调 下 降 函 数 . 记 
Wa ee 9)d0 = [rl a | smDar， 
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以 及 
VD = | war， 
0 
对 鼠 委 扎 , 有 
qdr| qedr = | y gh dr gqg.dr 
0 t] 0 tl 
之 | qdrh (ti J qedr 
0 日 
> EE qx dr qeh dr 
0 和 
= jb gs dj ddr， 
0 0 
这 就 得 到 
上 qdr| dv dr 一 上 gdr qrdr 十 L edr|. au dr 
0 0 0 tl 0 0 


之 下 qx dr ddr 十 | adr|" qe dr 
0 所 0 0 


即 


单调 下 降 . 这 样 就 证 明了 


_~ V(xz, £) 


‘YY V0) 


是 单调 下 降 的 .我 们 有 下 列 体积 比较 定理 (定理 15. 1). 
定理 1$.1 设 M 是 Ricci 曲率 以 (n 一 1)k 为 下 界 的 Riemann 流 形 . 设 
7:L0, 5] -> M 是 从 点 XE M 出 发 的 无 制 点 的 缴 长 为 参数 的 测 地 线 . 那么 
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J(r, 0) 
J (7) 


(ii) 又 设 M 完备 ,那么 


(i) 沿 着 7， 一 是 下 降 函 数 ; 


, 人 世 是 1 的 下 降 函 数 ; 


(iii) 如 果 M 完备 并 且 k 二 0， 那么 


v(m) <v(s' (去) 
其 中 5 (万 ) 是 半径 为 -上 的 标准 球面 ; 当 
VCWM) -Vv(s (三 )) 


时 ,M 等 距 于 S" (二 ) 


证 明 ”我们 已 经 证 明了 定理 的 前 面 两 部 分 . 只 要 证 明 (ii). 
从 (i) 得 
J(r, 9) J(r, 90) jt 六 
0 


从 而 
J (r, 0) < J,(7), 
V(M) = v(z， 后 j< 大 J.(r)d9 = V(M.,). 


如 果 等 号 成 立 ,前 面 推 导 过 程 中 得 到 的 不 等 号 都 变 成 等 号 ,也 就 得 到 
Laplace 比 较 定理 中 等 号 成 立 的 情形 . 根据 定理 14. 11 ,包含 7 切 向 的 任 一 平面 的 
截 曲 率 为 «. 由 于 7 是 任意 的 ,因此 M 也 就 具有 常 截面 曲率 «. 它 的 万 有 覆盖 和 


S"( 记 ) 等 距 . 如果 


有 上 * 重 覆盖 ,那么 


V(M) = EV(M,). 
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所 以 , 一 1 ,也 就 是 M 和 S" ( - 记 ) 等 距 
证 过 
现在 我 们 来 证 明 最 大 直径 定理 (定理 15. 2). 它 最 早 在 截面 曲率 的 假定 下 ， 
由 工 . A. Toponogov 所 得 到 ,后 来 郑 绍 远 交 证 明了 下 列 更 一 般 的 定理 . 这 里 运 
用 体积 比较 定理 的 简化 证 明 是 K. Shiohama 给 出 的 331. 
定理 1$.2 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 , 它 的 Ricci 曲率 以 (2 一 1)wx 为 下 


界 . 如 果 M 的 直径 等 于 -和 =， 那么 ,M 和 常 截面 曲率 # 的 球面 等 距 . 
AKC 


证 明 在 M 上 取 两 点 zx 和 y, 使 它们 的 距离 恰 为 直径 d(z，y) = 二 . 


Ve 
对 任何 0 二 1 二 R = 万， 从 定理 15. 1(ii) 的 结论 ,我们 有 

V(M) _V(zx, R) Vz, t) 

VIM) VR) ~ Vt) ， 
即 

V(z, 四 之 VE VM). 

同 理 ,有 

Vly, Rn) > HV 


考虑 到 在 半径 为 二 的 球面 上 有 关系 式 


V(t) + VR = V(M,), 
从 而 得 到 


到 Dy(M) = VM). 


V.(2) + V.(R— 
V(M.) 
但 是 
B(z, t) MN B(y, Rt)= 8. 
上 面 不 等 式 只 能 为 等 式 . 这 就 得 到 


VIM) _ Vl(z,2) 
VIM.) V(t) 
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对 任何 0 二 :二 R 成 立 .因此 
V(M) = V(M.). 


根据 定理 15. 1(iii) 的 结论 即 得 本 定理 的 结论 ，. 
证 迄 

Bishop-Gromov 体积 比较 定理 和 Laplace 比较 定理 一 样 ,是 在 Ricci 曲率 有 
下 界 的 条 件 下 得 到 的 . 而 当 Ricci 曲率 有 上 界 时 ,只 能 对 Cartan-Hadamard 流 形 
有 如 下 结果 . 

定理 15.3 设 M 是 Cartan-Hadamard 流 形 , 它 的 Ricci 曲率 以 负 常 数 k¢ 为 
上 界 . 那么 , 它 测 地 球 的 体积 至 少 是 指数 增长 的 . 

附注 J. Milnor'""1 证 明 任 何 负 截面 曲率 的 紧 Riemann 流 形 的 基本 群 至 少 
是 指数 增长 的 . 它 希 望 曲率 条 件 能 减弱 为 Ricci 曲率 的 条 件 . 但 根据 随后 高 志 勇 - 
丘成桐 "9 以 及 本 . Lohkamp55 的 结果 ,我 们 知道 具有 负 Ricci 曲率 度量 的 流 形 是 
没有 拓扑 障碍 的 .因此 ,除了 负 Ricci 曲率 的 条 件 外 ,还 有 另外 的 附加 条 件 . 上 述 
结果 是 得 到 Milnor 定理 推广 的 关键 . 最 早 由 杨 义 虎 '*1 得 到 , 它 更 一 般 的 形 
式 见 [30]. 

证 明 微分 (15. 3) 式 两 端 且 考虑 到 (15.4) 式 ,得 到 


5 一 一 JRic( 元 ) 十 JCCAr) 一 | Hess(r) 19)， (01518) 


当 M 是 Cartan-Hadamard 流 形 时 ,我 们 有 
(Ar 六 宇 | Hess(r) | ， 
且 (15.18) 式 化 为 


32 了 本 
5 > 一 JRic( 元 ). (15. 19) 
令 
D = JJ 
我 们 有 
六/ _ 实 —171/_ 1 -17T/A\V_ 祥 1 pg 
5S’ = 5 (17 A | (15. 20) 


从 (15.3) 式 和 (15. 20) 式 我 们 得 到 


y+ 


118 黎 曼 几何 讲义 
从 (15.10) 式 (15.19) 式 和 (15. 20) 式 我 们 有 
A Ee 
>D(F a ED Ric( 于) ( | | 
我 们 再 假定 Ricci 曲率 以 负 常 数 上 为 上 界 , 上 式 化 为 
人 J。 ~ jn 1 J a 2 J4 
人 
这 里 最 后 的 等 式 来 自 (15. 20) 式 . 从 而 


2 Xx)y 


{Ja 


/ 2 二! / yo (Ty 2 Js ~， 
= 下"J.D' 二 J 站 DY = 万 (ee 


我 们 这 就 证 明了 J 玉 D5 关于 r 是 单调 增加 的 . 所 以 ,对 任何 7 宇 e, 有 
D’(r) > J (r)J(e) DY (e) 
>lim 玉 二 0D 启 (Ov) (OT -Ne))=0. 
由 于 当 e 一 0 时 ,J(e, 0) ~ e"1J,(e) ~ er ,因此 也 意味 着 
Dr) = JJ7™ 


也 是 随 r 单调 增加 的 , 由 于 J.(7) 二 (2 


当 e 一 0 时 ,有 


sinh(V— rr) 证 ,因此 对 任何 7r 计 @， 


J(r, 9) > YX—* le, 0) ~ er 
sinh(V— xr ) sinh(V— re ) 


于 是 ,我们 有 


J(r, 0) 之 ce” sinh(V 一 Mr )， 
其 中 c 是 常数 . 因此 ,我 们 得 到 体积 估计 : 当 上 充分 大 时 ,有 


之 cow”! | sinh(V— kr)dr = core :exp(V— xt), 
0 


其 中 ww 表示 单位 球面 S” 的 体积 ,c 是 常数 . 
证 迄 


附 录 


Riemann 几何 是 在 微分 流 形 的 基础 上 发 展 起 来 的 . 为 方便 读者 ,本 附录 摘录 
了 有 关 的 基本 内 容 . 它们 在 很 多 书 中 都 能 找到 (如 [7]). 


NN 


1. 激 分 流 形 


一 、 微 分 流 形 的 定义 和 例子 
微分 流 形 是 一 种 空间 ,在 这 种 空间 中 ,我 们 能 运用 微 积分 . 它们 是 欧 氏 空间 
的 推广 . 记 
R” 一 |z=(z,… 和 zzER,1 委 : 委 m|， 
即 R” 是 m 个 有 序 实数 所 形成 数组 的 集合 . 在 R” 中 定义 加 法 和 数量 乘法 ,使 
R” 成 为 实数 域 R 上 的 m 维 向 量 空间 . 空间 R” 除 上 述 线 性 结构 外 ,还 有 典型 的 
拓扑 构造 .对 zx, y € 民 ”, 设 


d(xz, y) = 


不 难 验证 ,函数 d(xz, y) 满 足 距离 空间 的 条 件 . 所 以 d(xz, y) 是 RR” 中 的 距离 沼 
数 , 使 R” 成 为 度量 空间 . 作为 度量 空间 , R” 有 自然 的 拓扑 结构 , 开 球 就 是 它 的 
拓扑 基 . 

定义 TI.1 设 M 是 具有 可 列 基 的 Hausdorff 空间 . 若 对 任 一 点 pp EM, 都 
存在 妨 在 M 中 的 一 个 邻 域 口 , 它 同 胚 于 m 维 欧 氏 空 间 民 ”的 一 个 开 集 , 则 称 M 
是 一 个 m 维 拓扑 流 形 . 

设 定义 工 . 1 中 的 同 胚 是 gu:U 一 gu(U), 其 中 gu(U) 是 R” 中 的 开 集 . 称 
(U, qu) 是 M 的 一 个 坐标 图 . YegE U, 可 将 gu(q) € R” 的 坐标 定义 为 q 的 坐 
标 , 即 命 


uw 到 (gu(q))’，, a€EU, 2 ls ,mm, 
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我 们 称 w 为 点 4 的 局 部 坐标 . 
设 (U, gu) 和 (V,， qv) 是 流 形 M 的 两 个 坐标 图 , 若 U 站 V 关 多 ,那么 ， 
gu(U 由 V) 和 gv(U 站 V) 是 R” 中 两 个 非 空 的 开 集 ,并 且 映 照 


pv ° po | wonw) :pu(U NV) —> gv(U NV) 
建立 了 这 两 个 开 集 之 间 的 同 胚 ,其 逆 了 映射 是 gu。gv' |oywnv. 它们 是 从 欧 氏 空间 
的 一 个 开 集 到 男 一 个 开 集 的 同 胚 . 所 以 ,用 坐标 表示 时 ,pv。gv 和 pu。*gv 分 别 
为 欧 氏 空间 的 开 集 上 的 m 个 连续 实 函数 产 和 8g-: 


v= f(s, ) = py po WW)), 
ui= fvV, 0) = po po (Vv ,0 )). 
对 M 的 任何 两 个 坐标 图 (U, go) 及 (V, gv), 如果 UNMNV= 名 或 当 U 站 V 关 名 
时 产 和 g' 都 是 C’ 可 微 的 ,那么 我 们 称 这 两 个 坐标 图 是 C- 相 容 的 . 
定义 TI.2 设 M 是 m 维 拓扑 流 形 . 如 果 在 M 上 给 定 了 一 个 坐标 图 集 


2 一 |(U， mo)，(V， py), (W, pw), *…|, 


满足 下 列 条 件 , 则 称 双 是 M 的 一 个 Cr 微分 结构 : 

(i) (U，V， 妈 ，…} 是 M 的 一 个 开 履 盖 ， 那 么 ,只 称 为 M 的 坐标 图 册 ; 

(ii) 属于 x 的 任意 两 个 坐标 图 是 C- 相 容 的 ; 

(iii) x 是 极 大 的 , 即 ; 对 于 IM 的 任意 一 个 坐标 图 ( 口 ， gy ) ,如 果 它 与 中 的 
任何 一 个 坐标 图 是 C- 相 容 , 则 它 必 属于 双 

若 在 M 上 给 定 了 一 个 C"- 微 分 结构 , 则 称 M 是 C- 微 分 流 形 . 

附注 ” 若 坐 标 图 集 % 满足 条 件 (D 和 (ii) , 则 对 任何 正 整数 *, 0 二 sr7, 存 
在 唯一 的 一 个 C- 微 分 结构 %, 使 % CC x 实际 上 ,如 果 用 又 表 示 与 % 中 坐标 图 
都 是 C- 相 容 的 坐标 图 册 , 则 x 是 C- 微 分 结构 , 它 由 x 唯一 确定 . 所 以 在 构造 微 
分 流 形 时 ,只 要 指出 它 的 一 个 相 容 坐标 覆盖 就 可 以 了 . 

附注 ”由 可 列 性 假设 ,我 们 总 可 在 微分 流 形 M 上 选取 可 列 个 坐标 图 册 . 

例 I.1 m 维 哆 氏 空 间 RR"( 或 它 的 任 一 开 子 集 ) 显 然 是 微分 流 形 , 它 被 一 
个 坐标 邻 域 所 覆盖 ,坐标 映照 就 是 恒 等 映 照 . 

例 I.2 设 M 是 微分 流 形 ,M 是 M 的 任 一 开 集 . 那么 ,M 有 从 M 上 的 诱导 
微分 结构 而 构成 的 开 子 流 形 .事实 上 , 设 x 为 M 的 微分 结构 ,那么 , % = |(U”， 
9g);U =UNM,y ==9|v, UC ww) 就 构成 M 的 微分 结构 . 

例 1.3 完全 线性 群 : GL (n,，R ) = |n Xn 的 非 奇 异 实数 矩阵 }. 它 是 R” 
中 的 开 子 集 , 显 然 是 微分 流 形 . 
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例 I.4 乘积 流 形 . 设 Mi 是 mi 维 微分 流 形 ,M; 是 772 维 微分 流 形 . 那么 ， 
Mi X M: 具 乘 积 拓扑 空间 而 成 为 11 十 7122 维 拓扑 流 形 . 者 Un 是 Mi 中 开 集 ,LU 
是 Ms 中 开 集 ,mo :Di 一 (OU ) C Rn wp:Us 一 gy(Ui) CR™ 是 同 胚 映照 ， 
那么 ,对 p! € U1, p; € U:，, 得 到 


ppPi, Pp2) = (pi1(P1), 2 (pe)) :UL XU —> 91(Ui) X pz(U;) 


是 Ui XU; 到 R™ X 民 ”的 同 胚 映 照 . 设 X= {(Ui;, gii)| 是 Mi 中 的 微分 结构 ， 
% = {(U;, gzi ) | 是 M: 中 的 微分 结构 ,那么 , % == {Ui; XU;,， 号 } 是 Mi xM, 
中 的 微分 结构 ,其 中 , 当 pi € Ui, p? EE U,. 时 ,有 


ps (pi1, pi) = (pu(p1), pzi(p2)), (I.1) 
并 且 gy。 Jw = (pa 。 gr， 92;。9ai ) 是 由 mm 十 mz 个 可 微 疯 数组 成 的 可 微 映照 
Bs 
pr 内 


( 工 .2) 
a 构成 G2j ° ga . 
2 = y™(y, 所 ya ) ， 
这 样 , Mi X Ms: 关于 微分 结构 x 构成 乘积 微分 流 形 ， 
例 I.5 欧 氏 球面 

Se RT, zp tite) = 
设 U; 表示 S" 中 zx' 之 0 的 子 集 ,U7 表示 S” 中 zz' 过 0 的 子 集 .对 UF ,我 们 取 余 
下 的 z 为 其 坐标 , 即 取 它 在 xz， zx?,，…, zx” ,Xx ，…, x” 坐标 平面 上 的 投 
影 . 对 S" 中 的 点 , (zx' ,…, x" ) 不 全 为 零 , 所 以 总 属于 某 个 UF ,那么 ,UE 全 体 
覆盖 了 S .对 ze Un, 不 妨 设 7 盖世 有 

Ut : (zl ， 9 , 和 1 ， 元 7 1 ， 7 ，  ， Tr” 

Ut ;(z!, i zi!, ri, it1 ，  ， 1 ， +1 ， a zx"+! ). 
对 之 有 坐标 变换 


2 二 Xx"(g 关 i， 了 


( 工 .3) 
“一 几 一 0 
工 |/ 2 ) 


它 当 之 之 0 时 可 微 的 . 这样, 我 们 就 得 到 S" 上 的 微分 结构 . 
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例 I.6 特殊 的 乘积 流 形 . 

柱 面 : S' xX R; 

普通 环 面 : S' XS'，; 

2 维 环 面 : 六 二 S' X… XS. 

例 I.7 设 M(m, n) 是 mXn 和 矩阵 的 全 体 , 它 能 看 作为 欧 氏 空间 R™ ,所 以 
是 解析 流 形 . 又 设 M(m, n; 上 &) 表 示 秩 为 的 m Xn 矩阵 全 体 (0 三 & 二 
min(m, 7)), 以 M(m, n) 的 诱导 拓扑 为 其 拓扑 ,那么 ,M(m, n, &) 也 是 具 可 列 
基 的 Hausdorff 空间 ， 

设 XeE M(m, n), 如 果 rank(X。) 一 &, 则 存在 2 个 可 逆 阵 (置换 阵 )P 和 
Q ,使 


A B, 
PXoQ = | 有 


Co Do 
其 中 ,A。 为 kX&k 非 奇异 矩阵 . 由 连续 性 ,存在 es 之 0, 当 A 一 4 的 所 有 元 素 的 绝 
对 值 都 小 于 e 时 ,A 是 非 奇 异 的 . 设 U" 是 M(m, n) 中 X 的 全 体 ,有 


A B 


PXQ = 
C DD 


这 里 , A 一 A。 的 所 有 元 素 的 绝对 值 小 于 e. 那么 ,U* 是 M(m, n) 中 的 开 集 . 
如 果 XEU" , 则 XE M(m, n; 有 )SD = CA-1B. 因为 


I 0 
oe 
是 非 奇异 的 ,所 以 矩阵 


I 0 1IA B A B 
一 CA I,.x)lC D 0 CAB+D 


A B 

C D 
有 相同 的 秩 , 但 ( 工 .4) 式 右 端的 矩阵 的 秩 为 AD 二 CA B. 取 U=U* 站 
M(m, n; 上 有 ) 为 X E M(m, zi ) 的 坐标 邻 域 ,相应 的 坐标 映照 由 


A B 
C 0 


p(X) 一 | 
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的 空间 , 则 逆 映 照 由 


[4ABI lA 8B a 
| 全 C CA-:B 
给 出 . 

如 果 (U, g) 和 (DU , $) 是 两 个 坐标 系 , U 站 人 夭 好 , 则 
[4BI _[ ,lA4 8B |_| 8B 
sr |e os orsle"| ~ | 

其 中 
A 8B ~ ~ 
DB’ p-1 -1 分 二 1|A B ~ 
a 上 E S| 


因此 ,A , B,C 的 每 个 元 素 都 是 A，B, C 的 元 素 的 有 理 函 数 ,这 使 x = 
1(U, 9g)| 定义 了 k(m 十 n 一 &) 维 的 实 解析 结构 ,使 M(m, n;&) 成 为 实 解析 
流 形 . 

例 I.8 实 射影 空间 Pr(R). 设 X= RN\I0 是 Rs 中 的 非 零点 全 体 .对 
xz, y € X, 如 果 存 在 非 零 实数 上 尖 0, 使 y= 刀 , 则 z 一 y 点 xz 的 等 价 类 [xz] 可 
看 成 是 过 原点 的 直线 . 那么 , 商 空间 F(R ) = X/ ~ 称 为 实 射影 空间 . 

设 r:X-~> 了 P"(R) 是 自然 投影 . 在 P*(R) 上 引入 商 拓扑 :对 任何 UC 


我 们 可 进一步 说 明 x 是 开 映 照 . 
事实 上 , 设 上 和 0 是 实数 ,gp,:X 一 XX 是 由 p(x) = tf 定义 的 同 胚 (gr* = 
gu). 若 U CX 是 开 集 ,那么 


x(U) =U ti 天 0 (U) 


是 开 集 , 设 {Vi 是 XX 的 可 列 基 . 设 U 是 Pr*(R ) 的 任 一 开 集 , 则 x (U) = 
UjesVj, 那 么 ,UU = x 。xz (U0) ==Ujer(Vj), 因此 , {x(Vi)| 构 成 Pr(R ) 的 
可 列 基 . 

为 证 明 P*(R ) 是 Hausdorff 空间 ,我 们 先 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 I.3 设 r:X 一 X/ 一 是 开 映 照 , 那 么 了 一 {((z，y)ir(Cz) 二 x(y)}) 是 
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XXX 的 闭 子 集 的 充 要 条 件 为 X/ 一 是 Hausdorff 的 . 

证 明 之 : 设 :(z,，y) #4Y, 即 x(z) 和 x(y) 是 X/~ 中 的 不 同 点 ,那么 ,存在 
(z, y) 的 邻 域 上 XV NY= 名 , 即 U = x(D0) 和 V =x(V) 是 不 相交 的 开 集 ， 
且 x(z) EU, r(y) EV. 这 就 说 明 X/ 一 是 Hausdorff 空间 . 

二 :车 (zx, y) KfY, 即 x(z) 和 x(y) 是 不 同 的 点 . 由 假设 存在 不 相交 的 开 集 
U,V, 使 x(z) EU, x(y) EV, 那 么 ,TE x1(U)== 品 , y€E x1(V) = 是 开 
集 . 所 以 , DU x 了 是 包含 (zx, y) 的 开 集 ,由 U 和 V 不 相交 得 到 XV 由 Y= 8g. 
因此 ,Y 是 闭 集 . 

证 迄 

我 们 利用 引 理工 . 1 来 证 明 P"(R ) 是 Hausdorff 空间 .在 XXX 上 定义 连续 
国 数 太 :X XXX-~”RR: 


f(s “"", ee 3 5 吕 二 D(ziy’ — ziy')’, 
:7 


f= 0 对 jt 关 0 使 y= 杠 . 因此 
Y= |{(zx, y); (x) = x(y)} = f° (0) 
是 和 XXX 的 闭 集 , 由 引 理工 . 1 得 到 Pr(R ) 是 Hausdorff 空间 . 
下 面 来 定义 P*(R ) 上 的 微分 结构 . 定义 (2 十 1) 个 坐标 邻 域 U; 和 坐标 映照 
Pi， te n 十 1. 设 DD， = {rE€ X; zx' 关 0}， LU， 一 x(D) ,那么 ,pi:U; 一 R” 
定义 为 
(ey a iEn+1 ) ， 


p([z]) = (于, …, 开 2， 


TT TX zr 


其 中 [xz] = [(z!,，…, x")] 是 U; 中 的 任 一 元 . 显然 , 当 x E€ r(z) 时 ， 
pi:([zx’]) = 二 pi([z]), 并 且 yi([x ]) = gq;([zx]) 意 味 着 [z]== [xz]. 因 此 ,yi:U; 一 
R" 是 既 单 又 满 的 连续 映照 .反之 ,VYz € R", 有 
Gr (2) = rz 1, 1, i, 2 ). 

所 以 ,gi '(z) 为 连续 映照 . 

因而 ,Pr(R ) 构 成 拓扑 流 形 . 

上 面 给 出 的 坐标 图 是 C”- 相 容 的 .事实 上 ,对 克 站 和 关 史 (天 7， 
p。 9 为 


总 一 至 (h 关 i,j)， 
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是 解析 的 ,同样 ,pi'。9; 也 是 解析 的 .因此 ,也 "(R ) 构 成 ” 维 解析 流 形 . 

例 工 .9 Grassman 流 形 Gi, ,是 民 "” 中 维 子 空间 的 全 体 . 当 == 1 时 就 得 
到 实 射影 空间 Pr(R ). 类 似 于 例 工 .8, 从 例 工 .7 出 发 可 得 到 Cx ,中 的 微分 结构 . 

拓扑 流 形 可 以 不 存在 微分 结构 ,也 可 以 存在 多 个 不 同 微分 结构 . 

M. Kervaire 构造 了 一 个 10 维 拓 扑 流 形 ,并 且 证 明了 在 这 个 拓扑 流 形 上 不 
存在 任何 微分 结构 1. 

J. Milnor 构造 了 7 维 3 ,与 7 维 单位 球面 同 胚 ,但 它 的 微分 结构 与 例 I.5 
中 的 欧 氏 球面 不 同 , 称 为 Milnor 怪 球 ”5 . 后 来 知道 ,在 7 维 球面 上 有 28 种 不 同 
的 微分 结构 . 而 在 31 维 球面 上 不 同 的 微分 结构 数 则 超过 1 600 万 种 . 

上 世纪 80 年 代 初 ,S. Donaldson 和 M. Freedman 证 明了 在 RR 上 存在 异常 
微分 结构 '*' 1. 

在 同一 个 拓扑 流 形 上 有 不 同 微分 结构 从 下 列 简单 例子 中 即 可 以 看 出 . 

设 民 是 实数 全 体 , 它 有 标准 微分 结构 . 又 设 p:R 一 民 , 由 p(w) == ww 定义 ， 
则 (R , yg) 也 是 民 的 一 个 光滑 图 册 , 它 唯一 地 决定 了 RR 上 的 一 个 微分 结构 x“. 
它 是 不 同 于 x 的 ,因为 (R, id) 与 (R ，p) 是 不 相 容 的 局 部 坐标 系 (坐标 变换 
id。g 1(wu) 二 Vu 在 uw = 0 处 不 可 微 ). 


二 、 可 微 函 数 与 可 微 映照 


在 光滑 流 形 上 ,光滑 函数 的 概念 是 有 意义 的 . 

定义 .4 设 f 是 定义 在 m 维 光 滑 流 形 M 上 的 实 函 数 .对 pE€EM,， 
(U，, qu) 是 点 pp 附近 的 坐标 图 . 那么 , f。go' 是 定义 在 欧 氏 空间 R” 上 的 开 集 
pu(U) 上 的 实 函 数 . 如 果 函 数 f。 go 在 点 gu(p) E 民 ” 上 是 光 清 的 , 则 称 函 数 在 
gu(p) 上 是 可 微 的 . 

显然 函数 f 在 点 p 的 可 微 性 与 坐标 图 的 选取 无 关 . 设 (V, pv) 是 点 p 附件 
的 另 一 坐标 图 ,那么 

fopr = (f° 9p)° (pu° gv). 

因为 wr。9y 是 光滑 的 ,所 以 , f。gv' 和 也。 在 相应 点 都 是 可 微 的 . 

如 果 ff 在 M 上 处 处 可 微 , 则 /是 M 上 的 可 微 函 数 , 记 为 AE CCM) 或 
C=” (M). 

更 一 般 地 ,我 们 可 以 定义 可 微 映照 . 

定义 I.5 设 M 和 NN 分 别 是 m 维和 nn 维 的 微分 流 形 , f:M 一 NN 是 连续 映 
照 .对 PEM, 设 (U, gu) 和 (V, qv) 分 别 是 M 在 点 Pp 及 NN 在 点 f(p) 的 坐标 图 ， 
且 f(U) CV. 如 果 复 合 映照 


126 黎 曼 几何 讲义 
gr °° f° po :9p(U) > ylV) 
在 点 记 是 可 微 的 , 则 称 映照 f 在 点 p 是 可 微 的 . 如 果 了 在 每 点 pp E M 都 是 可 微 
的 , 则 称 f 是 可 微 映照 . 
设 U 中 的 局 部 坐标 为 (w ,…, wu”"),V 中 的 局 部 坐标 为 (vw ,…, v') ,那么 ， 
f 在 (U, gu),(V, Ww) 的 局 部 坐标 表示 为 yy 。f。 go :9(U) 一 y(V): 


SE a 
re ly 
可 微 映照 的 另 一 个 重要 特例 是 流 形 上 的 参数 曲线 . 设 M= (a, 5)CR 是 
开 区 间 , 则 从 M 到 NN 的 光滑 映照 f:(a, 5) > N 称 为 N 上 的 一 条 参数 曲线 . 
例 I.10 在 例 I.4 中 给 出 了 两 个 微分 流 形 M 和 N 的 乘积 流 形 M xX N. 
它 到 各 因子 的 自然 投影 记 作 
nm:MxXN—>M,xr:MXxXN—N. 
即 对 于 (z, y) E MX N, 有 
ri(Z，y) = x, Mm(7z, y) = y. 
它们 都 是 光滑 映照 . 事实 上 ,对 mn ,有 
JU "TI foxv (ZX ， a y ， 人 y") 
一 和 (条 (Zi pr (yy ,yy")) 
二 PU 9 go (XT',， So x”) > (£3 2 ): 


对 可 微 映照 f:M 一 NN 在 (DU, gv) 和 (V, yw ) 相 应 坐标 图 下 的 表示 为 ww 。f。 

9g0 :9(U) 一 Jy(V), 它 的 Jacobi 矩 阵 
gv 
(9 

称 为 映照 f 在 点 p 关于 局 部 坐标 系 (w ) 和 (wi) 点 的 Jacobi 矩阵 . 当 取 关于 pp 和 
了 (2p) 不 同 的 坐标 图 (U", gw) 和 (V ,yw ) 时 ,Jacobi 矩阵 有 相应 的 变化 ,但 由 于 
M 和 NN 上 的 流 形 结构 ,Jacobi 矩阵 的 秩 与 坐标 图 的 选取 无 关 . 

定义 工 .6 对 可 微 映照 f;:M 一 NN， 秩 


(i i 
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称 为 可 微 映 照 在 点 户 的 秩 . 
如 果 映 照 f 在 一 点 p € M 的 秩 是 & ,不 妨 设 


| 天 0 (s， = k). 
au |， 


det 


那么 ,在 点 之 的 某 邻 域 作 坐标 变换 


DA 2 
Ze” = w, a,b=k 二 1,…,m. 


在 这 个 坐标 系 下 ,映照 f 表示 为 v* = 扬 (z!,，…, zx"), 其 中 扬 二 广 '. 
当 f 在 点 p 的 秩 为 x 时 , 则 它 在 点 p 的 某 邻 域内 的 秩 大 于 等 于 &. 如 采 它 在 


点 p 的 菜 邻 域 的 秩 均 为 ,我 们 进一步 知道 5 万 = 0. 实际 上 ,Jacobi 矩阵 为 


I 0 
| 2 


ax’ 


其 中 了 为 k X& 的 和 矩阵. 如 果 5 人 5 方 有 一 个 不 为 零 ， 它 的 秩 就 大 于 &. 因此 有 


v= f°(zx'). 
再 在 f(p) 的 某 邻 域 中 作 坐 标 变换 : 


人 = 


Ys 
这 样 映照 f 表示 为 
y =v = f(r,7)= 7’, 
by = f(r)— f(x)=0. 
我 们 得 到 以 下 命题 
命题 1.7 设 f:M 一 NN 是 微分 流 形 M 到 NN 的 可 微 映 照 . 如 果 存 在 


pPEM, 使 f 在 p 近 之 的 秩 均 为 k, 那 么 ,存在 pp 在 M 的 邻 域 和 (Pp) 在 NN 的 邻 
域 ,可 使 fi(x’, 7x’), f(r’', ZX") 表 示 成 f 一 户 一 0. 
下 面 进一步 考虑 几 种 重要 的 可 微 映 照 . 
定义 I.8 设 f:M -> NN 是 可 微 映照 .如 果 Vp EM, 有 
(rank f), = dim MM, 


那么 ,三 称 为 浸入 . 
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滥 入 最 简单 的 例子 是 R* 在 R'(l 宇 &) 中 的 标准 安装 , 即 (zx',…, zx*) 一 
(zy 0,…, 0) 的 映照 , 称 为 规范 浸入 . 命题 工 .7 告诉 我 们 任何 浸入 了 
局 部 地 等 价 于 规范 浸入 . 

定义 1.9 设 f:M 一 NN 是 浸入 , 且 它 又 是 M 和 ff(M)( 作 为 NN 的 相对 拓扑 
空间 ) 的 同 胚 , 则 了 f 称 为 诺 入 . 

浸入 在 局 部 是 单 的 ,在 整体 则 不 然 ,而 艇 入 必 是 单 浸入 ,反之 不 然 . 

定义 II.10 设 f:M 一 NN 是 可 微 映 照 .如 果 对 任 一 紧 集 KCN, 广 !1(K) 是 
紧 集 , 则 f 称 为 逆 紧 映照 . 

从 道 紧 映 照 的 定义 立即 知道 ,从 紧 流 形 到 任何 流 形 的 可 微 上 映照 必 是 逆 紧 
映照 . 

可 以 证 明 下 列 结果 . 设 f:M 一 NN 是 单 浸入 ,并 且 , 它 是 逆 紧 映照 , 则 f 是 骨 
入 .事实 上 ,只 要 证 明 f 是 开 映 照 即 可 . 

定义 I.11 设 F:M~ 人 是 浸入 , 且 f/f:M -> NN 是 同 胚 , 那 么 ,f 是 微分 同 
肥 . 如 果 在 两 个 微分 流 形 M 和 NN 间 存 在 一 个 微分 同 胚 映照 , 则 两 个 流 形 称 为 微 
分 同 胚 的 (此 时 显然 dim M = dim N). 

对 于 微分 流 形 ,我 们 感 兴趣 的 常常 是 它 在 微分 同 胚 下 保持 不 变 的 性 质 . 对 两 
个 微分 同 胚 的 流 形 ,在 微分 拓扑 中 是 看 成 等 价 的 . 

前 面 ,我 们 曾 说 明 在 RR 上 存在 2 个 微分 结构 ,一 个 是 标准 微分 结构 
( 民 , id), 男 一 个 是 微分 结构 (R ,9 ==w)，, 而 它们 之 间 存 在 同 胚 f:(R，, id) 一 
( 民 , pg), 由 f(x) = Vz 所 定义 ,而 

pgp°f°id!=id, 


ff 是 漫 入 .所 以 ,R 上 这 两 个 微分 结构 是 等 价 的 . 
这 样 ,同一 拓扑 流 形 上 是 否 存在 不 同 的 微分 构造 这 个 问题 的 确切 提 法 应 该 
是 :同一 拓扑 流 形 上 可 否 有 两 个 微分 构造 ,使 得 由 它们 得 出 的 微分 流 形 是 不 微分 
拓扑 的 . Milnor 的 7 维 怪 球 以 及 民 ′ 上 的 异常 微分 结构 就 是 这 样 的 微分 结构 . 
定义 1.12 设 f:M 一 NN 是 可 微 映照 ,如 果 VpEM, 有 
(rank f), = dim N, 


那么 ,了 称 为 淹没 . 
淹没 最 简单 的 例子 是 R* 到 RR',& 之 / 的 投影 , 它 定 义 为 (zx! ，…, x) 一 
(zx! ,…, z!). 命题 1.7 说 明 局 部 而 言 ,淹没 了 等 价 于 规范 淹没 -投影 


三 、 子 流 形 


定义 1.13 设 M 与 N 是 两 个 光滑 流 形 , 若 f:M 一 NN 是 漫 入 ,那么 ,M 是 
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NN 的 浸入 子 流 形 . 简称 为 子 流 形 . 

定义 I.14 设 M 与 N 是 两 个 光滑 流 形 , f:M -> NN 是 单 浸入 ,那么 ,M 是 
NN 的 谱 入 子 流 形 . 

浸入 子 流 形 与 幅 入 子 流 形 的 区 别 在 于 : 像 集 f(M) 是 否 有 自 交 点 . 

对 于 嵌入 子 流 形 , 由 于 f 是 单 浸入 ,因此 可 以 把 M 上 的 微分 结构 搬 到 像 集 
f(M) 上 去 ,但 是 f(M) 从 M 上 通过 了 得 到 的 拓扑 与 f(M) 作 为 N 的 子 流 形 的 
子 空间 的 拓扑 并 不 一 致 . f(M) 具 有 作为 N 的 子 空间 的 拓扑 , 它 的 开 集 为 V 站 
f(M), 其 中 VCN 是 NN 的 任 一 开 集 . 

男 一 方面 ,f(M) 也 具有 从 映照 f 及 M 上 的 拓扑 而 来 的 拓扑 . 它 的 开 集 为 
f(D), 其 中 ,U 是 M 的 任 一 开 集 .在 这 拓扑 下 ,M 和 J(M) 同 胚 . 

两 者 关系 如 何 呢 ?对 任 一 开 集 VV C N, 我 们 有 


VN fAM)= ff 说 (V)), 站 (V) 为 M 上 的 开 集 . 


所 以 ,f(M) 中 作为 N 的 子 空间 的 开 集 ,一定 是 M 衬 f(M) 的 开 集 ,所 以 后 者 的 
拓扑 比 前 者 “ 细 ”. 

定义 1.15 设 M 与 N 是 两 个 光滑 流 形 , f:M 一 NN 是 嵌入 ,那么 ,IM 称 为 
NN 的 正则 子 流 形 . 

例 I.11 设 M 是 微分 流 形 ,M 是 M 的 任 一 开 集 . 在 例 I.2 中 已 说 明了 
M 具有 从 M 继承 的 微分 结构 而 构成 微分 流 形 . 那么 ,包含 映照 I:M 一 M 显然 
是 嵌入 , 即 M 是 M 的 正则 子 流 形 . 

例 I.12 例 I.5 中 的 欧 氏 球面 S" 也 是 R" 中 的 正则 子 流 形 . 

事实 上 ,包含 映照 1:S" > R" 显然 是 同 胚 ( 因 S" 上 的 拓扑 本 来 就 由 诱导 
拓扑 所 定义 ). 而 在 任 一 局 部 坐标 系 Uz 中 ,有 


ZRn+1l 0° I oO (gt ) (zx! zx? » Se zr! gs zt! 5 Sts xz") 
ee EC 人 
azi 
则 其 Jacobi 矩阵 为 
ME 0 
0 A I > 
97 . 9x _ 
gzl Dzn+1l 


它 的 秩 为 n, 因 此 ,I 是 嵌入 . 
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例 I.13 对 环 面 信 二 S' XS 可 引入 坐标 (4 , 多 ) ,8 以 modl 定义 .对 任 
何 (X1 ,42), 定 义 映照 f:R 一 王 : f(z) 一 (at, Ah2t), 显然 ,f 是 浸入 . 欲 使 其 为 
单 映照 ,有 


(M1t, A2t) = (A1s, hz5), 
则 
M(t—s)=m, As(t—s)=n. 
如 果 t 关 s, 则 


为 有 理 数 ,所 以 当 全 为 无 理 数 时 ,了 是 单 浸 入 ,但 太 不 是 同 胚 . 


事实 上 ,f(R ) 在 T 上 是 处 处 稠密 的 . 对 任何 无 理 数 1 = 对 + ,可 用 连 分 数 全 
逼近 , 旦 有 
| 
据 此 有 | /人力 。 一 qn | 一 E: 对 平面 上 任 一 点 (zo， yo ) ,与 其 等 价 的 点 为 (zo 十 7， 
十 m), 因此 只 要 证 明 Ve 汪 > 0, 3 整数 1,，m, 使 
| 4(zo 二 1) 一 yo 一 mm | < e， 
为 此 ,首先 有 | Xi 一 m | 二 | | 二 e, 令 


Yo |= 
br 
而 m= kmi, l= kli, 因此 有 


| AM(zo 十 站 一 一 和 | 一 | 外 一 放大 |=| Mik—mek— (yo — Aro) | 
= | k(ALi —m)— (yO— MAZo ) | 


ro 


Sh ym = | | | <I I<e 


这 就 证 明了 f(R) = TT. 因此 ,f(R ) 不 是 闭 集 ,而 民 是 闭 集 . 所以,f 不 是 媒 入 . 
定义 1.16 设 M 是 N 的 闭 子 集 ,如 果 对 每 一 点 pM, 存在 pp 在 N 上 的 
坐标 邻 域 (Ug)， gp(U) = (i ，…, w"), 使 M 门 U 由 方程 
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所 决定 , 则 称 M 是 N 的 闭 子 流 形 . 

命题 TI.17 闭 子 流 形 是 正则 子 流 形 . 

证 明 赋予 M 以 N 的 子 空间 的 拓扑 . 在 M 上 还 有 从 N 上 的 诱导 的 微分 结 
构 如 下 . 设 1(U。, gw)} 是 N 中 的 一 个 坐标 图 集 ,使 


ge(Us NM = ae) E po ut 一 人 一 加 一 0 


记 % = 1(0,, 8.)}, 其 中 ,0,=UNM,9.=xe9i, 而 xz:R”"XR””—>R” 
是 R" 到 它 的 第 一 个 因子 空间 R” 的 投影 . 显然 , 呆 , 是 M 中 的 开 子 集 ,并 且 , 区: 
U0, 一 $.(U,)C R” 是 同 胚 ,因而 ,(U。, $5) 是 M 上 的 坐标 图 册 . 不 难 证 得 ，% 
中 的 坐标 变换 是 光滑 的 .事实 上 , 设 (全 ., 5.) 和 (0,, $6) 是 DD。 由 Ds 关 2 的 两 
个 局 部 坐标 系 . 它们 分 别 由 NN 中 的 坐标 图 (U.，g.) ，(Us ，wp) 所 导出 . 这 时 有 


Pp o G7 (uw, 7 u” ) 二 Xo (zl ， 2 0 ， 5 0). 
由 于 po。qz' 是 光滑 的 ,因此 8。。52' 也 是 光滑 的 . 这 样 ,M 就 构成 微分 流 形 . 
考虑 包含 映照 I:M 一 N, 那 么 ,Vp E M, 3 p EU, (U, 9) 是 N 的 坐标 图 ， 
它 诱导 了 p 在 M 上 的 坐标 图 ( 呆 , 3). 于 是 
pleG (Ww, ,uw)= pP。T。 pr1(al， tt 0, .+, 0) 
一 (ul, "U0, 0) 


是 光滑 的 ,并 且 ,I 是 浸入 .因此 ,I 是 夏 入 ,M 是 NN 的 正则 子 流 形 . 
证 迄 

命题 TI.18 设 M 是 n 维 微分 流 形 N 的 由 入 子 流 形 , 则 MM 是 NN 的 正则 子 
流 形 的 充 要 条 件 为 M 是 NN 中 某 一 开 子 流 形 的 闭 子 流 形 . 

证 明 由 命题 工 . 17 充分 性 是 显然 的 . 

反 过 来 ,假定 M 是 NN 的 正则 子 流 形 . 设 p € M, 则 对 点 2 的 任意 一 个 邻 域 
UCM, 必 有 一 点 9= f(p) 在 NN 的 一 个 邻 域 V, 使 f(U) = f(M) 们 V. 根据 命 
题 I.7, 存 在 点 p 的 局 部 坐标 系 (U;, w) 和 点 q 的 局 部 坐标 系 (V,，vw ), 使 
f(U1) CVi, 并且 ,flu 可 表示 为 


0 ( 工 .5) 


不 妨 设 UCU, 故 可 取 Vi CV, 因 此 ,FU == fA(M) 们 VV, 而 f(M) 们 Vi 由 
方程 


vl 一 一 … 和 一 雄一 0 ( 工 .6) 
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所 定义 . 

对 每 一 点 q € f(M), 用 V, 表示 上 面 所 构造 的 点 9g 在 NN 中 的 坐标 邻 域 ,使 
( 工 .6) 式 成 立 . 令 砚 =UsvermV，, 则 人 历 显然 是 N 中 包含 f(M) 的 开 子 流 形 .要 
证 明 的 是 ,集合 f(M) 作 为 N 的 拓扑 子 空间 是 W 中 的 相对 闭 子 集 , 即 证 明 W 站 
f(M) = f(M). 首 先 ,f(M) CW 站 fCOM). 其 次 , 任 取 一 点 EWN 了 MD). 由 W 
的 定义 ,存在 ge f(M), 使 ;EV,, 即 s EV 由 FOWD. 由 (I.6) 式 ,f(M) mV。 
是 V, 的 一 个 坐标 面 ,所 以 ,f(M) ni V 是 w, 的 相对 闭 子 集 . 现 已 假定 s€ 门 V,， 
即 s 属于 f(M) Nn V, 在 w, 中 的 相对 闭 包 ,所 以 


s€E ffM)NV CFM) NN WC AM), 


即 
W NAN fAM) C AM)， 
WA fM) = fF(M). 


这 就 证 明了 f(M) 是 N 中 的 开 子 流 形 W 中 的 闭 子 流 形 . 显然 ,M 和 f(M) 是 微 
分 同 胚 : 
(i) f:M 一 f(M) 是 同 胚 ; 
(iD Vp € M, 存在 坐标 邻 域 (U, y) 和 f(U) CV。 Cf 了 (M), 使 
人 了) 
光滑 且 秩 为 m. 因此 ,M 是 NN 的 开 子 流 形 的 闭 子 流 形 . 
证 迄 
在 定理 的 证 明 过 程 中 ,我们 已 得 到 如 下 的 结果 . 
子 集 M 是 光滑 流 形 N 的 正则 子 流 形 , 当 且 仅 当 对 每 一 点 p € M, 存 在 g = 
f(p) 在 NN 中 的 坐标 图 (V, vw), vw(g) 二 0, 使 得 M 站 V 是 由 


wl Vy? 二 .二 w= 二 0 


所 定义 . 

这 样 ,N 中 的 正则 子 流 形 M 可 以 看 作 N 中 的 子 集 M, 它 具有 子 空间 的 拓 
扑 , 是 一 个 固定 的 非 负 整数 , 0 kn = dim N. 对 每 点 p E€ M, 都 有 zp 的 从 
标 邻 域 (U ，p) ,使 

(iD pg(p) 是 RR" 中 的 原点 ; 

(il PT NM)= {ww ,ww) €E gp(U); ut = = w= 0|. 
那么 ,M 是 NN 的 & 维 正则 子 流 形 . 

命题 1.19 设 M 和 NN 是 m 和 nn 维 的 微分 流 形 , f:M 一 NN 是 可 微 映照 .如 
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果 对 任何 p€ M, 有 
(rank f), = 1 = const, 
则 对 任何 g € N, 原 像 
f(g9)= {Ip€E M;f(p)= dq 


或 者 是 空 集 ,或 者 是 M 的 m 一 ! 维 正则 子 流 形 . 
证 明 设 广 (gq) 一 M 关 名 ,Vp EM. 从 命题 .7 可知, 存在 p 在 M 中 
的 邻 域 U 和 g 在 NN 中 的 邻 域 V, 使 FIU) CV, 了 表 示 为 


Vv = Ww’, ss 二 1]1,……,1, 
v 二 0， a 二 [十 1,…,n. 
设 g 的 坐标 为 0, 那么 ,MnU= {1p EU;w(p’) = 二 … 二 w(p ) 二 0}. 这 样 ， 


在 M 上 可 引进 上 述 微分 结构 而 成 为 M 的 正则 子 流 形 . 
证 迄 
命题 工 . 19 可 用 来 证 明 球 面 等 欧 氏 空间 中 的 超 曲 面 是 正则 子 流 形 . 如 设 
f: Rt > 区 ! 定义 为 
Ha th) = (0) + (et), 
它 是 光 神 映照 , 且 
(rank f), = rank(2z ，…，2z"…)， 一 1， 
只 要 p 关 101}. 因此 
$= {a ER 
是 RR 中 的 维 正则 子 流 形 . 
又 如 SL(n, RR) 二 jnXn 阵 A;ydet A 二 1. 令 f(A) = detA 一 1， 过 本 和 
其 中 ,A; 是 第 i 行 第 7 列 的 代数 余子 式 , 在 SL(n，R ) 上 Ai 不 能 全 为 零 . 因此 ， 
rank f= 二 1, 而 SL(n, R)== 广 '(0) 是 ww 一 1 维 流 形 , 昌 是 GL(n，R ) 的 正则 子 
四 、 切 空间 、 余 切 空间 、 映 照 的 微分 
在 古典 向 量 分 析 中 ,一 条 曲线 有 切 向 量 ,一 张 平面 有 切 平面 . 对 微分 流 形 ,在 
每 一 点 附近 也 可 以 用 线性 空间 来 近似 . 对 R" 中 的 曲线 
p(t) 一 (Pr (zt) ， ”9 pn (zt) ) ， 
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若 p(0) = p, 则 它 在 之 点 的 切 向 量 是 (p (0)，…，P (0)). 

设 C.(M) 为 所 有 (p,q) 元 素 的 集合 , bpE M, p:( 一 e, e) 一 M, p(0) 一 尹 是 
过 点 p 的 光 衫 曲线 , 即 C,(M) 是 M 上 所 有 曲线 的 全 体 . 有 自然 投影 r:C.(M) 一 
M, x(p, 9) = p. 

在 C,(M) 上 引进 等 价 关 系 : 在 点 p 附近 取 局 部 坐标 系 (x' ,，…， zx”). 如 果 


a d(x’ °。 9) _d(zxi。g) 
p ? 及 drt t=0 dz t=0 " 4 工 @ 


则 (p, p)~(p’, 9 ). 
首先 ,注意 到 对 点 p 附近 进行 坐标 变换 y’ = y (xz,…, x”), 则 


d(y ° 9) _ Vv\9y d(x ° 9) 
dz 2 dt  “ (1.8) 


因此 ,等 价 关 系 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 . 

定义 I.20 TM = C,(M)/ ~ 是 Cs,(M) 关 于 上 述 等 价 关 系 的 商 空 间 . 
TM 的 一 个 元 素 称 为 M 的 一 个 切 向 量 , 车 C.(M) 的 一 个 元 素 (p，g) E XX， 则 
称 曲 线 与 向 量 X 相 切 ， 

对 同一 等 价 类 X = [(p, gp)] 中 的 元 素 ,所 有 p 都 相等 . 因此 ,x 在 TM 上 诱 
导 了 一 个 映照 , 仍 记 为 = 若 有 x(X) = p, 则 X 称 为 点 p 的 切 向 量 . 点 的 切 向 
量 的 全 体 1(p) 记 为 TJM , 称 为 点 的 切 空间 

命题 1 .21 TT,M 构成 一 个 ma 维 向 量 空间 ， 

证 明 ” 取 定 点 尹 附 近 的 坐标 图 (U,， 有 ,局 部 坐标 为 AU) = (x!，…， zx"). 
设 Xe TM, (p, 9) 是 任 一 与 X 相 切 的 曲线 .定义 及 TAM -> RR” 如下: 

X) = (X'，…，X"), 其 中 Xi 一 各 | (1.9) 

X 是 C.(M) 的 等 价 类 . 因此 ,的 定义 与 代表 元 (p， 9g) 的 选取 无 关 . 据 此 也 得 到 有 
是 单 映照 .反之 ,对 任何 (X! ，…, X”") E R”, 定义 曲线 


g(t) = hh(p) tt X!, …, X")), 
它 在 h 作 用 下 变 成 预先 给 定 的 (X!,…，X”). 所 以 ,h 也 是 满 映 照 . 
对 X,Y € T,M,a,5。b 是 任意 实数 ,定义 
aX bY Fi (aR(X) + bh(Y)). (I.10) 


它 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 .事实 上 , 设 六 (U ) = (y',…, y") 是 点 p 附近 的 另 
一 坐标 系 . 按 ( 工 . 10) 式 的 方式 同样 定义 可 得 


Ah'(X) = (Y’, ……, Y”), 


3 (1.11) 


( 工 .11) 式 说 明 刀 一 是 民 ” 中 的 线性 映照 . 因此 


hi(ah(X)+oh(Y)) =h oh oh l(ah(X) +oh(Y)) 
=h i(ah’ oh!lh(X)+bh’ 。h!h(Y)) 


=h" (ah (X)++oh (Y)). 


这 就 证 明了 ( 工 . 10) 式 中 的 定义 是 有 意义 的 . 

从 ( 工 . 10) 式 立即 可 知 A 是 线性 同 构 . 

证 图 

设 f 是 定义 在 p € M 的 一 个 邻 域 ww 上 的 可 微 函 数 . 所 有 这 样 的 函数 的 集合 
记 作 匈 . 我 们 现在 引进 函数 f 关于 点 p 的 向 量 X 的 方向 导数 的 概念 . 为 此 有 下 
列 命题 . 

命题 1.22 对 流 形 M 上 的 每 个 切 向 量 外 ,存在 定义 在 琉 上 的 唯一 线性 泛 
函 Lx, 它 对 所 有 f，g € 天 满足 

(1) 了 x+ir 二 aLx 十 bLy (线性 ); 

(iD L(fg) = f(p)L(g)+g(p)L(f) (Leibniz 法 则 ). 
如 果 Lx 二 Ly, 则 六 二 Y. 如 果 MM 是 解析 或 者 C” 时 , 则 对 任 一 满足 Leibniz 法 则 
的 天 上 的 线性 泛 函 LL, 必 存在 唯一 的 外 ET,M, 使 L 二 Lx. 

证 明 设 (p, gp) 与 X 相 切 ,定义 


= 2f 


t=0 9x’ 


(I.12) 


do (1) 
p dt 


显然 ,( 工 . 13) 式 满足 Leibniz 法 则 . 若 (p, op)~~(p, y) ,那么 
_9f 等 人 agf| dy(t)| de 
t 


t=0 Dr t=0 az dt 


— df[9(2)] 
Dt J 


a ey Ch 
化 


t=0 


de (t) 


dflog(t)] 
drt p» dt 


t=0 


(I.14) 


t=0 


这 说 明 ( 工 .13) 式 不 依赖 于 (p,q) 的 选取 . 

又 若 ( 工 .14) 式 对 任何 了 成 立 ,特别 取 f = x', 即 得 (p,q) 一 (p, y) ,也 就 
是 说 Lx = Ly 蕴含 XX 二 Y., 

还 能 说 明 X 一 Lx 的 对 应 是 线性 的 . 从 (I 工 .13) 式 (I.9) 式 (I 工 . 10) 式 得 
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Lara(f) = SE IR(aX + bY): = SH(a(R(X)): + 6(R(Y))) 
= a hEX)) 十 (ED 
= aLx(f) +8Lr(f). 


现在 设 M 是 C” 或 者 是 解析 的 . 工 是 满足 Leibniz 法 则 的 锡 上 的 线性 泛 函 ， 
其 中 (U,h) 是 点 2 附近 的 坐标 邻 域 ih(U) = (zx ,…, x”), h(p) 二 (0,…, 0). 
从 Leibniz 法 则 知 工 (1) = 2L(1) = 0. 因此 ,L 作用 在 常数 上 是 零 . 对 任何 f, 作 
Taylor 展开 得 


f jz ee, x) = fp)+ Parit Orizifs(z!, *, x"), 
其 中 ,fy 是 C” 或 者 解析 的 ( 注 : 若 f 是 C*, 则 fy 是 C*?, 工 是 定义 在 C* 上 的 线 
性 泛 函 ,因而 证 明 失 效 ). 
L(xziz’fs) = zx (pL(z)fy oh(p)+ ri(p)L(zx)fs ° h(p) 
zx (pT (pL(fy °° h(p)) = 0. 

因此 , L(f) = yoL(z), 其 中 ,au = 站 ， 据 此 知 工 一 L(z) 2. 因此 , 取 过 
点 p 的 曲线 ,有 

p(t) =h (tz ),…, tL (zx”)), 


使 L 二 Lx, 其 中 ,X 为 与 (p, 9) 相 切 的 向 量 . 
证 迄 

附注 ”命题 .22 说 明 流 形 M 上 的 任 一 点 的 切 空间 可 以 看 成 为 匈 上 满足 
Leibniz 法 则 的 线性 泛 函 的 子 空间 . 当 M 为 C” 或 者 是 解析 的 ,两 个 空间 同 构 . 这 
样 ,我 们 不 管 M 的 可 微 类 ,总 可 以 把 形 如 ( 工 .13) 式 的 线性 泛 函 等 价 于 和 (p, 9g) 
相 切 的 切 向 量 . 

下 面 ,利用 上 述 切 向 量 与 线性 泛 函 的 等 价 性 来 决定 ToM 的 基 . 设 mw 是 坐标 
曲线 , 即 


rx'(g(t)) = Ot. 
它 在 点 的 切 向 量 等 价 于 线性 泛 函 ( 志 : ) ,其 中 


Gs (0 
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构成 了 T,M 的 基 ( 从 了 可 任意 选取 证 明 )， 
空间 的 对 偶 空 间 为 余 切 空间 T; M. 设 f 是 定义 在 点 p 的 可 微 函 数 , 则 通 
过 ( 机 确定 了 T,M 上 的 线性 泛 函 , 记 作 (df),, 即 


(Xpys (df)s) = Lx (f) (TI.15) 
对 任何 局 部 坐标 系 (z! ，…,z") ,有 
《( 运 ) (dz),) = ( 工 .16) 


因此 ,(dz' )， 组 成 了 T;M 关于 (55 )】 的 基 . TY M 的 任 一 元 素 称 为 在 点 的 余 
切 向 量 . 如 果 ,f 是 可 微 函数 

(df), = Zeidz ， 
代入 ( 工 .15) 式 `\ 工 .16) 式 ,得 


( ="( (Gs (df), ) es 


因此 ,有 
(> a 

这 里 ,我 们 先 定义 切 空间 再 定义 余 切 空间 ,当然 也 可 反 过 来 先 定 义 余 切 空 
间 , 如 陈省身 的 书 中 ， 

下 面 来 考虑 可 微 映照 f:M -> N 的 微分 

8 以 明显 的 方式 诱导 了 C.(M) 到 C.(M) 的 映照 f.. 设 (p, 9) E C.(M). 
那么 

f»(p, 9) = (f(p), f° 9) E CN). 

设 及 f(p) 的 附近 的 局 部 坐标 系 为 (z') 及 (>). 若 (p,g)~(p' ,9 ), 即 


pp, dz ep)| d(x g) 
dt t=0 dt t=0 


那么 , f(p) = f(p'), 并 且 


d(y 。 f°。 9) _ dl(y °。 f° (x) °°。x° 9) 
dt t=0 dz t=0 


_ /2y\ d(x’°。 9) 
(Ge dt 
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t=0 


dt 
即 f,(p, 9) ~ 了, (p', 9 ). 这 样 ,f, 诱导 了 TM 到 TN 的 映照 , 它 称 为 映照 f 


的 微分 . 特别 地 ， 三 :TM 一 了 ro 是 线性 映照 . 事实 上 ,对 X € T,M, 有 
9 ( 攻 ) d(x’ °。 9) 9 


疡 -2 (x 
t=0 9y" \9x’ dt :=0 ay \ az 1 


_9 d(y°。f° op) 
J ga : dt 


厂 .的 矩阵 恰 为 映照 f 的 Jacobi 矩阵 ,因此 ,ff 在 p € M 的 秩 数 恰 为 了 在 点 如 的 


切 空间 诱导 映照 的 秩 数 . 


下 面 来 看 一 个 例子 . 
设 UC R: 是 开 集 ,坐标 为 (wx, v), r:U 一 RR 是 可 微 映照 ,由 


六 一 (xX(u, v), y(u, v), z(u, v)) 


所 定义 ,那么 , 它 就 是 普通 微分 几何 中 的 曲面 S 


, 9 929 aya iaza 
” au udr dudy udgdz’ 
aa _ara ,9y9 az 了 
”dm ks vdy dvdgz. 


在 R* 中 取 标 准 直角 坐标 , 则 闻 一 (1, 0, 0), 区 一 (0, 1,0), 郑 =(0, 0, 1). 


所 以 


恰 为 曲面 上 的 坐标 曲线 的 切 向 量 , 它 们 张 成 切 平面 ( 若 这 两 个 向 量 不 平行 ) ,这 时 
曲面 S 称 为 正则 曲面 . 


五 、Sard 定理 

定义 .23 设 f:Mi 一 MM; 是 微分 流 形 Mi 到 微分 流 形 M;, 的 C 映照 ， 
dim M, 二 m;, 凡 使 rank ff 二 mz 的 Mi 的 点 称 为 f 的 临界 点 ,其 余 Mi 的 点 称 为 
正规 点 ,而 临界 点 的 映像 称 为 临界 值 ( 即 gE€ Ms: , 若 它 的 原 像 至 少 有 一 点 是 临界 


点 , 则 称 g 为 临界 值 ). Ms 上 其 余 的 点 称 为 正规 值 
附注 ”如 果 dm Mi < dim M;, 则 Mi 的 所 有 点 都 是 临界 点 . Va € 
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Mi\f(M) 必 是 正规 值 . 

与 命题 [ . 19 类 似 地 ,可 以 证 明 任 一 正则 值 的 原 像 有 好 的 几何 结构 , 即 如 果 
原 像 集 不 是 空 集 , 则 必 是 正则 子 流 形 . 那么 ,可 微 映照 是 否 有 足够 的 正则 值 呢 ? 
我 们 将 要 证 明 的 Sard 定理 对 这 个 问题 作 了 肯定 的 回答 . 

首先 介绍 零 测 度 集 (简称 零 集 ) 的 概念 . 

定义 I.24 设 ACR" 是 欧 氏 空间 中 的 点 集 . 如 果 对 任何 e 汪 0, 存在 一 列 
球 B, 使 


() AC 2B,; 
r 一 1 


(iD > Vol(B,) <e. 
则 称 A 是 零 集 , 记 为 meas A = 0. 
附注 ”这 里 的 球 B, 可 以 用 开 集 U, 所 代替 . 
命题 1.25 设 Ak 是 零 集 , 若 集 合 ACU Ar, 则 meas A = 二 0. 
证 明 事实 上 , Ye >0, 取 覆 盖 Ar 的 球 B,,, 使 9,Vol Bi ,一 充 . 那么， 


所 有 球 Bi, , 盖 住 A ,它们 至 多 可 列 个 , 且 
DBi: <ey) 去 =é, 


证 过 
例 I.14 设 m 二 n, 则 R”X {01 是 R"= 二 R”XR"" 中 的 零 集 ,这 里 ,0 表 
示 中 的 原点 . 
事实 上 , R" X {01 可 表示 成 可 数 个 边 长 为 单位 长 的 方 体 了 的 并 集 , 从 命 
题 工 .25 ,只 要 证 明 meas 了 一 0 即 可 . 
设 对 给 定 的 1 > 9 > 0, 易 看 出 ,1 可 被 不 多 于 (他)】 个 体积 为 8" 的 六 方 体 
所 覆盖 ,这 些 方 休 的 总 体积 为 


V 过 (3) . 6" = 2"8™". 


若 取 每 个 4 方 体 的 外 接 球 , 则 了 被 这 些 球 全 体 所 覆盖 ,而 这 些 球 的 总 体积 为 
V2"6"™, 


其 中 ,c 为 RR" 中 半径 为 如 的 球体 的 体积 Ve > 0, 取 8"" 一 各. 这 时 有 
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Ve. 


因此 ,I 是 RR* 中 的 零 集 . 

命题 1.26 设 AC RR" 是 零 测度 集 ,U 是 A 的 邻 域 , pg:U 一 RR" 是 C1 映 
照 , 那 么 ,mesa p(A) = 0. 

证 明 显然 , A CU. 

(i) A 有 界 , 则 A 是 紧 集 ,那么 , Y zx, y € A, gp 满足 Lipschitz 条 件 , 由 中 值 定 
理 及 紧 集中 连续 映照 取 到 极 大 极 小 值 : 


| p(x)— 9(y) |<pyl|z—yl, 
因为 meas A = 0, 所 以 , Ye > 0, 存 在 B ,使 >,B， < 7' 而 ACU B, ,所 以 ， 
pg(A) CU,(B;). 对 p(x) € p(Bi), 有 | zx 一 zi | 二 6.(Bi 的 定义 ), 于 是 ,有 
|p(z) 一 p(z) [<p | ro— x |< 1 

令 C; = 二 {p(x); | 2p(Zz) 一 pm) [< pil, 则 p(Bi) CGC, p(A) CU Ce 而 
2 VolCi = 2JmVolB <e. 因此 ,?(A) 是 零 集 . 

(i) A 无 界 . 令 A=U AN tz;|z| 过 | =U Ahi. 这样, 每 个 A, 是 有 界 闭 
集 . 如 上 述说 明 , 从 meas A = 二 0 得 pg(Ai) = 0, pg(A) =U yp(A;). 

从 命题 工 . 25 即 知 meas pg(A) = 0. 

证 记 

有 了 欧 氏 空间 中 的 零 集 就 可 用 来 定义 微分 流 形 上 的 零 集 . 

定义 I.27 微分 流 形 M 上 的 集合 A, 如 果 有 A 二 UA,, 而 每 个 A, 落 在 某 个 
坐标 邻 域 U, 中 ,相应 的 坐标 映照 为 p, ,并 且 gp, (A,) 是 RR” 中 的 零 集 ,那么 ,A 称 
为 零 集 , 记 成 mesa A 一 0. 

从 命题 工 . 25 和 命题 工 . 26 可见, 上 述 定义 不 依赖 A 关于 A, 的 分 解 ,或 者 
说 不 依赖 于 坐标 邻 域 的 选取 . 即 对 任意 坐标 图 (V, y) ,有 


VNA)=yUU, NVANA)= Uy UV, nnY DA) 
=Uy° °。 gp (U, NN VAN A). 


显然 , meas pr (Us 站 V 门 A) = 0, 而 y。gr 是 可 微 映照 .于 是 ,由 命题 工 . 25 和 
命题 工 . 26 知 meas y(V 门 A)=0. 

命题 IT.28 设 p:MT 一 MY 是 C 映照 ,ACCM? 且 meas A 二 0, 那么 ， 
meas pg(A) = 0. 

证 明 设 {(Ui;, qi) 是 MT 的 坐标 图 册 , {(Uza ，9pz ) 是 Mz 的 坐标 图 册 . 


meas A 二 0 意味 着 meas pi;(A 门 UU;) = 0. 记 
A; = A DU, 9p(A.) =U,p(A.,) (| U;,, 
对 每 个 j, 设 A; CA;, 而 pg(As) = 9p(A;) 门 Us 
显然 ， meas pii(As) 二 0, 
pz (9(A) Nf) Uz) = pz; (9p(U (A ND)) Nf U;,) 
一 gzi(U (PCA;) NN U;; )) 
二 U po (P(A;) NN Us ) 二 =U 92 ° p(As;) 
=U pj 9 ° pi ° pi(As), 
而 gz;。p。 pr 是 R” 中 的 Ci 映照 .由 命题 1.26 即 得 
meas gp2; (9(A) 门 U;;) = 0. 
证 迄 
引 理 I.29 设 ACM 是 微分 流 形 M 中 的 子 集 . 如果, VY p EM, 存在 邻 域 
U,, 使 meas(A 门 U,) = 二 0, 那 么 ,meas A = 0. 
据 此 即 知 微分 流 形 的 正则 子 流 形 的 像 具 零 测度 . 
下 面 我 们 讨论 Sard 定理 (定理 工 . 30) 本 身 . 
定理 .30 设 M 和 AM 分别 是 mi 维和 m, 维 的 C 类 微分 流 形 , f:Mi 一 
M, 是 C* 类 映照 ,那么 , 当 
& 一 1 之 max(7zl 一 ?2，0) (CI.18) 


时 ,了 的 临界 值 构 成 零 集 . 

附注 1 当 mi 过 mz 时 , 任 一 CC 映照 f 如 果 有 rank f= 二/ 二 m;, 从 命题 
I .7 知 ,对 任 一 p € Mi 和 jb) E f(Mi), 存在 坐标 图 

(Un ， hi) 和 (U,， h, ) ， h;(U;,) 一 (y!, “3 yz ) ， 

使 f(Ui) CU, ,并 且 h,(f(M.) 门 U;) 由 2 一 3 yy 0 表示 . 这 
说 明 h,(f(Mi) 站 Ui) 是 R" 中 的 零 集 .由 引 理 I.29 知 f(Mi) 是 零 集 . 

如 果 rank 了 关 const, 考 虑 :Mi X RR™*-"m 一 Mi, 它 由 

f(p,u) = f(p), V(p,u) E MX R™™ 

所 定义 .显然 ,是 f 和 投影 映照 的 复合 ,是 C: 映照 ,并 且 f(M Xx 10}) = 
f(Mi). 而 Mi X10} CM XR” ,其 包含 映照 的 秩 为 常数 , 且 小 于 mz. 所 以 ， 
Mi Xx {0} 是 Mi X Rm 中 的 零 集 ,从 命题 I.28 即 得 A(Mi X10}) = f(M) 是 
M; 中 的 零 集 . 因此 , 当 mi < m2 时 ,Sard 定理 显然 是 成 立 的 . 
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附注 2 定理 显然 是 关于 一 般 微分 流 形 而 言 的 ,但 它 可 以 化 为 欧 氏 空间 情 
形 考虑 . 

事实 上 ,对 任何 临界 值 f(p) E Usa ,而 p€ Unu, 这 里 设 |(Ua， or)} 是 Mi 上 
的 坐标 图 册 ，{(U;;，gz;)} 是 M, 上 的 坐标 图 册 , 并 且 不 妨 设 we(zp) = 
(3; i 去 )， CD) CU,,. 那么 

G2; ° f° Pi :qui (Ui) = pz (f (U1i)) 

是 C 映照 . 总 可 取 wz (f(p)) 的 充分 小 范围 pp, (DU), 使 它 的 原 像 落 在 方 体 
C:{z€ R™,0 和 zl 之 内 .而 可 微 映 照 了 的 临界 值 实际 上 就 是 gzj。*f°gpii 
的 临界 值 . 所 以 ,首先 证 明 民 "中 的 方 体 到 R™ 中 的 C* 类 映照 在 条 件 ( 工 . 18) 下 
的 临界 值 是 零 集 ,由 此 得 到 f 在 U 中 的 临界 值 是 零 集 . 而 所 有 U 构成 临界 值 集 
合 的 开 覆 盖 . 从 中 取出 可 列子 覆盖 ,再 由 可 列 可 加 性 得 到 原 定理 的 证 明 ， 

因此 我 们 下 面 假定 M: 是 欧 氏 空间 ,Mi 是 方 体 

C:Iz€E R™,0<ze1) 

的 子 集 ,而 f 是 方 体 C 的 某 邻 域 到 RR 中 的 C* 映照 . 

当 m = mz 时 证 明 是 容易 的 ,我们 首先 证 明之 . 即 有 下 列 引 理 ， 

引 理 了 .31 设 g 二 (gp,，…， 9 ) 是 C: 一 民 "的 映照 ,其 中 ,qr 在 C 的 某 邻 
域 中 是 C' 类 的 , 则 临界 值 集合 有 零 测度 . 

证 明 对 C 中 任意 两 点 z，y, 由 中 值 定理 及 紧 集 上 连续 函数 是 有 界 的 事实 
即 得 

| e(z) 一 p(Cy) <alz 一 y|， (I.19) 

其 次 ,对 固定 的 x, 考虑 R” 中 的 仿 射 映照 T,, 它 在 zx 与 p(xz) 相 切 , 即 令 

T,(y) = (Tz(y),…, Ti(y)), 而 


Ty) = (7)+ DS) (yr), (I.20) 


(g(y) 一 yg(z) 十 如 (z)(y 一 六 ) ,其 中 ,= 是 连接 zy 线段 上 的 某 一 点 , 因 


此 ,T, 是 p 在 点 z 的 线性 近似 ). 因此 
#0) 一 全 的 = 避 (路 四 -站 的 )(y 一 +) 


因为 gE C', 所 以 ,3 多 在 C 中 连续 ,因而 是 一 致 连续 .对 任何 i, j, 有 
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(0) (as) | Sor-yl), 
其 中 , 当 e 一 0 时 b(e) 一 0. 因此 


oTW < DD) y | 


<a(llz-yl)| Dy —z)| (1.21) 


ynb(|zmy)|) zmyl =6( zy ) zx 一 > ， 


其 中 , b(e) 全 0， 

从 ( 工 . 20) 式 可 知 T. 的 变换 行列 式 是 det (3 加 (x) ) ,如 果 = 是 临界 点 , 则 
det T, = 0. 这 就 说 明 T 把 R" 中 的 点 映照 到 过 g(x) 的 n 一 1 维 的 平面 P.. 

当 1 z 一 > 外 <s 时 ,( 工 .19) 式 说 明 p(y) 一 g(xz) 上 过 ae, ( 工 .21) 式 说 
明 gp(y) 和 P, 的 距离 小 于 eb(e), 即 p(y) 在 以 g(xz) 为 中 心 、 以 ae 为 半径 的 球 内 ， 
也 必 在 它 的 外 切 方 体内 ,不 妨 取 方 体 的 一 个 平面 平行 于 P; ,同时 p(y) 也 落 在 距 
P- 距离 为 eb(e) 的 平行 平面 之 间 , 考 察 方 体 和 平行 平面 间 的 公共 部 分 , 它 的 体 
积 为 


(2ae)”! .2b (e) = 2"a" le"b(e). 
现在 把 映照 p 的 定义 域 上 的 方 体 分 成 边 长 为 的 p" 个 小 方 体 , 它 的 对 角 线 
长 为 吉 ， 这 样 ,任何 一 个 包含 临界 点 zx 的 小 方 体 必 落 在 以 x 为 中 心 以 如 为 半 


径 的 球 B.。 (so ) 之 内 . 由 前 面 的 分 析 可 知 

vae(e (至 ))<aor( 丘 妨 ( 二 ) 
这 样 ,p 临界 值 的 集合 包含 在 这 种 至 少 包 含 一 个 临界 点 z 的 所 有 小 方 体 映像 的 
和 . 而 这 样 小 方 体 至 多 只 有 p” 个 . 因此 全 部 体积 不 超过 


p"Vol(g(B. ( 守 ) ))< za 下 


当 户 一 co 时, 它 趋 向 于 零 . 
证 迄 
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当 mi > ms 时 ,上 述 证 明 也 可 进行 到 最 后 ,但 得 到 的 全 部 体积 不 超过 


™ 2ma a™2 1 Vm % Vm 一 2mz a™2-l 了 pm—m Vm 
p™2 (A ) =? a so( A). (1.22) 
但 当 p> co 时 ,pr mb (em ) 不 一 定 趋 于 零 因此 ,证 明 需 要 比 中 值 定理 更 细 
致 的 估计 . 这 是 由 A. P. Morse 得 到 的 吕 1. 

记 R"== RXR”™ ,对 任 一 c=(c,…,c)E€ER’', 记 V. 一 [ccXR 一 . 令 
i.:R”" 一 RR" 为 由 


i.(7X) = (c',， a 工 ) ， VE RR 
所 定义 的 包含 映照 .如果 SCV., 使 让 i(S) 是 民 一 中 的 零 集 , 则 $S 称 为 V. 中 的 
我 们 先 证 明 下 列 Fubini 定理 . 


Fubini 定理 设 A 是 R" 中 的 闭 子 集 ,使 对 每 个 cE RR, 都 有 A 门 V. 是 V. 
中 的 零 集 , 即 i (A) 是 RR"" 中 的 零 集 , 则 A 是 RR" 中 的 零 集 . 

只 证 明 7 = 1 的 情形 ,其 余 由 归纳 法 可 得 . 为 证 明 Fubini 定理 ,我们 需要 下 
面 几 个 引 理 . 

引 理 I.32 设 8 是 闭 区 间 [a, 5j] 的 改 盖 , 它 由 [a, bj] 中 的 开 区 间 组 成 , 则 从 
6 中 可 取出 有 限 个 子 履 盖 I ，…, Tw, 使 


N 
2 dh) < 206—a). 


这 里 d(J) 表 示 区 间 I 的 长 度 . 

证 明 首先 ,容易 从 《中 选取 [a, 如 的 有 限 子 覆盖 五 , …，f ,并 满足 

(i) 荆 ，…, I» 的 左 端 点 互 不 相同 ( 若 左 端点 相同 , 总 可 取出 区 间 小 
的 一 个 ); 

(ii) [a, 5j 中 的 每 个 点 最 多 含 于 工 ,…, In 的 两 个 区 间 中 (I; 中 不 存在 3 个 
区 间 其 公共 部 分 非 空 , 若 3 个 区 间 相 交 可 将 中 间 区 疗 去 掉 ). 

这 样 ,将 上 述 区 间 按 左 端 点 从 小 到 大 顺序 编号 , 设 为 I = 二 (a:;，b), 那 
么 , 必 有 

afl Sb am, Yi, 
(ai 8;) (| (a2, b42) = YO. Vi. 


从 而 有 


>7d(0) = [dD)+ad(T) + ] + [aT) + da) +-.] 
< (42 一 a) 十 (一 0) 一 200 一 2). 
证 迄 
引 理 1 .33 设 A 是 RR" 中 的 紧 致 子 集 ,如 果 认 包含 于 民 "! 的 某 个 开 子 集 
U 中 , 则 有 眼中 包含 c 的 适当 少 的 区 间 了 ,使 得 


i (A)CU, vtEeLl. 


证 明 假设 结论 不 成 立 , 于 是 在 民 中 可 取 一 串 含 c 的 小 区 间 五 ，…， 站，…， 
使 CIl…CHC…. 当 kk 一 十 时 有 4d(I) 一 0. 并 且 , 对 每 个 ,存在 € 
,使 (txt) €E A 而 zx KU. 因为 A 紧 致 ,所 以 存在 收 钙 子 序列 , 仍 记 为 
和 (tr ，Z4) |} , 若 它 收敛 于 (c， zo), 则 有 

Zi Xo Ei'(A)CU. 
这 与 zx 全 U( Vk) 矛盾 . 
证 迄 

Fubini 定理 的 证 明 民 " 中 的 闭 子 集 可 表 成 可 列 个 紧 致 子 集 之 和 , 故 不 炉 
设 A 是 紧 致 的 .于 是 ,存在 区 间 I= [a, 6b], 使 ACIXxR”. 

现在 ,对 任意 给 定 的 es 之 0, 由 假设 ,对 每 个 cE 工 都 有 ii'(A) 是 RR 中 的 
零 集 , 故 有 RR” 中 的 长 方 体 S (c)，…，Sw (c) 作 为 去 !(A) 的 覆盖 ,并 使 


N, 


2 Vol Se) < sg: 


由 引 理工 . 33 知 存在 含 c 的 开 区 间 T. C 了 ,使 对 任 一 上 E 工 ,都 有 2 (A) CC 


U1Si(c). 而 {1.;c € 二 是 工 的 开 材 盖 . 由 引 理工 . 32, 从 中 可 选 出 有 限 子 覆盖 ， 
记 汐 了.1aga 合 


Dd(1,) < 2(6—a). 


因此 , {1 X Si(o);1 三 kN, 1 二 i<N| 是 4 的 覆盖 ,并 且 有 


> va X Si(co)) = > )Vol Si(cD)) < 5 AD, ) 一 e 


这 就 证 明了 Fubini 定理 . 
证 迄 
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mi > ms 的 Sard 定理 是 下 列 一 系列 引 理 的 推论 . 
引 理 1.34 设 g 是 Bm 一 RR 的 C! 映照 ,满足 


| g(x)— 9 十 z—yl, 
其 中 Bm" 是 民 王 中 的 闭 球 . 如果 ,ff E Ck 之 1) 是 尺 % 中 的 一 个 函数 ,满足 
9f a 
LCp62) |<o zy zy mG = 1 mm), (I.23) 
其 中 ,6 是 单调 的 ,并 且 lim。 .ob (e) 一 0， 这 里 记 B™ 中 的 坐标 为 (zl 9 
Za ), 区 中 的 坐标 为 (Xi， “> XTX,» "*"*， Zm )， 那 么 
| 7FCp(Cz)) 一 Fop(C)) [< zoeyl)lz yl*, (CI.24) 


kk 只 依赖 于 yg. 
证 明 设 FG) = f(g(y 十 (Zz 一 y)t)), 那么 


F(1) = f(g(z)), F(0) = f(g(»)). 
根据 中 值 定理 ,对 0 二 :过 1, 有 
eo 
其 中 gp 一 (9 ，…, yg”"). 那么 ,由 ( 工 . 22) 式 得 
MGO 一 Re) (m1 POD = PO) 


< -| 到 | | 有 二 | 
<hlz—yl ,1 oeat 
(I.22) 式 


[ne 


< 外 z 一 > .moeo(lz—yl)lzr my| 
由 6b(e) 单 调 , 0 过 it 过 1, 记 = ms, 这 就 得 到 ( 工 .23) 式 的 证 明 . 
证 记 
引 理 I.3S$ 设 A 是 RR" 的 一 个 子 集 ,k 是 非 负 整 数 . 那么 ,存在 一 列 集合 
Ai(i 之 0) 和 映照 p;(i 宇 1), 其 中 ,Ao 是 可 列 的 ,A CUX2oh,, 对 i 之 1, gi 是 闭 
球 Ba: 到 民 " 中 的 C! 同 豚 ,A C gi(Br), 其 中 ， 
B"={r;zE€E R”N Dzrl <e}, 


满足 
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| ez) 一 wy) 过 赴 z 一 >|， 


并 且 , 对 任何 Ct 类 在 A 上 等 于 0 的 函数 /, 存 在 单调 的 bi(e) >0, 使 
| FeGz)) < 站 z 一 yz 一 > 
其 中 
zyE B™, p(y) € A. 


证 明 当 丰 一 0 时 引 理 是 容易 证 明 的 . 首先, R" 可 被 可 列 个 开 球 所 遮盖 ， 
然 也 被 可 列 个 对 应 的 闭 球 所 遮盖 , 设 为 1B,}. 这 样 


A=UANB,=U,A,, 


其 中 A, = A 人 N B,, gp; 是 以 零点 为 中 心 的 球 平移 到 B, , 球 半径 大 小 被 B, 的 大 小 
所 确定 ,使 得 A, C y,(Bw ). 那么 ,连续 函数 fy, 在 闭 球 体 B, 上 一 定 一 致 连续 ， 


故 存在 单调 的 5.(e) >0, 使 
[| 


而 当 w(>) € A; 时 ,f(y,(y)) = 0, 所 以 ,( 工 .24) 式 成 立 . 
当 n 二 1 时 , 设 Ao 是 A 的 离散 点 . 这 样 , 对 任何 在 A 上 为 0 的 C 函数 扩 , 取 
一 列 x; € AN\4A。 , 均 有 zi) 二 0， 因此 


y(n (oe (0 
当 zi 一 工时 ,有 
f(z)= f(z)=…= f(x)=0. (I .25) 


这 样 ,( 工 .25) 式 对 任何 zE A\Ao 成 立 .对 p; 和 B;, 和 k== 0 时 取 法 一 样 ,从 而 
有 A, ,在 A, 中 将 fp.(z)Taylor 展开 得 


Jp(z) = fo(y)+ + (fp) (yz— y+ (fo) (zr) (roy), 
z € (z，y). 


当 w(>) € A, 时 有 f(y,(y)) = 0, 因此 
fpr(y) = (fp) (x) (zo y). (I .26) 


(fw,) 中 在 B, 中 是 连续 因而 一 致 连续 ,存在 单调 的 5(e) >0, 使 
| 
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将 它 代 入 ( 工 . 26) 式 即 得 ( 工 . 24) 式 . 
下 面 对 n 十 k 运用 归纳 法 . 
如 果 n 十 & 过 pp 时 引 理 成 立 , 令 n 十 k= p,n 放 1,k 二 0,ACR". 
首先 ,将 A 分 为 两 部 分 A = A U A.,, 其 中 


Al= {zx;rxrE€EA,fEC:, f(A)= 0, (A) (2) 一 0}, 


由 归纳 法 假设 A! = U Af 和 满足 条 件 的 映照 gi ,使 (Br ) 二 A1, 且 对 
gEC1,g(A1)= 二 0 和 gi(y)E€ Af 的 g, 有 


| gl(gi(z)) |<o(lz—yl)lzr yl™. 


特别 地 ,2 满足 对 的 要 求 ,因此 有 


A (gz) | < a [ee 
于 是 ,从 引 理 I.34 有 (了 .23) 式 , 即 
和 


若 gi(y) € Ai, 则 fypi(y) = 0. 因此 ,( 工 .24) 式 成 立 . 
下 面 对 A, 要 做 同样 的 事情 . 
设 q € 4 是 任 一 点 . 那么 , 至 少 存在 图 数 g EC, g(A)=0 而 


>» ( 关 ) @) 关 0. 不 妨 设 2 3E(q) 天 0 
对 zEA4:, 有 
0 
由 隐 函 数 定理 ,存在 点 4 的 一 个 邻 域 N 和 gp"(z1,，…, zn-1) E CCBc ) ,使 
和 
即 对 VzE4A:fmnN 有 (z,，…, zc-)EC(B ), 使 
we a 
考虑 单 映 照 p:B2 一 R", 它 定义 为 
全 一 人 frzi，…，Zo-l1)， 


过 nm 一 9 (Zi 9 2 


显然 , PE C' ,并且 


> (zo = 十 《zl ，»" 
> 交 二 光 儿 ， 


由 此 即 知 pg “是 连续 的 , 且 A; 由 N C ep(B). 

我 们 对 n 一 1 维 空间 中 的 集 g (4A: 站 N) 利用 归纳 法 假设 . 即 存在 一 列 D。，， 
D, 和 y, 满足 引 理 要 求 , 且 对 几 (?) € D, 和 hE C,h(g (4 由 NN))=0 
的 h, 有 


| p(X)— 9(y) | = ” Zr-1) 一 和 (ya se 


AACACIIIDAAGE AD A (E227) 
这 样 , 我 们 得 到 
A; MN NC p(D,) Up(D,). 
而 or = gy; 是 C' 的 同 胚 ,并 且 


def 
pr(Ber) = 9 ° p(Br) ID op(D,) =C,, 


= | oy Cy))— oy 7) | yg(y)— yz) | 
宇 ez 一 y|. 


并 且 , 对 任何 了 E C*, 有 
f(A:)=0,f°.9°9 (NNMNA)=0,9° (yy) € yp(D,)= CGC,, 
根据 ( 工 .27) 式 有 
| fp:(7) |=| foy(z) | 二 2(z 一 > 下 z 一 > 


这 样 ，Yg € A;，, 存在 邻 域 N, 使 Am NN 满足 引 理 所 求 . 这 种 N 全 体 履 盖 了 
A; ,从 中 选取 可 列子 覆盖 {NN;| ,而 对 A; 门 N; 用 上 述 方 法 得 到 Ci,r 宇 0 和 9, 满 
足 引 理 要 求 ,而 {1C;| 全 体 构成 A; 的 覆盖 . 综合 A 和 As 的 分 解 就 得 到 引 理 
I . 35 的 证 明 . 


| gC(y) — 9p, (zx) | 


证 迄 

引 理 TI.36 设 和 A 是 民 " 的 一 个 子 集 , 是 非 负 整 数 ,那么 , A CU2oA， 其 
中 ,A。 是 可 列 集 . A;(i 之 1) 有 如 下 性 质 :f 是 C* 类 函数 定义 在 A 的 一 个 邻 域 
里 ,以 A 为 临界 点 ,于 是 ,存在 只 依赖 于 三 的 单调 函数 bi(e) 全 0， 
VYzyEA,， 有 


[8) = 77) | (r= y | ) zy) (I.28) 
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证 明 A 是 f 的 临界 点 ,因此 , 3 二 (4A) = 0, 由 引 理工 . 35 得 到 满足 条 件 的 


一 系列 A; 和 gi. 而 对 站 EC ,由 弛 (A) = 0 可 知 , 必 存 在 所 要 求 bi(e) ,使 


3 (g(a)| < od | 立 一 y | ) | TX—y | i 


从 而 ,由 引 理 I.34, 对 任何 zx, y € Br:, 有 


| fpr(z)— for(y) | < (zr myl)lz my’ 
kb;( | pi(X)— gi(y) | ) | PCz) 一 PCy) | *. 


而 w: 是 同 肛 映 照 . 所 以 ，Yx, y € A;, 有 
| f(z)— fy) | 去 (|z 一 > 下 z 一 > 人 
证 记 
引 理 J.37 设 f== (有 ,，…,，f") 是 民 中 的 单位 方 体 C= {TE€ RR™; 
0 过 Xz' 忒 1} 到 民 * 的 映照 ,每 一 个 fr 是 定义 在 C 的 令 域 中 的 C* 类 函数 ,ACC 


是 9 的 零 秩 点 .那么 , 当 上 之 2 时 ,p(A) 是 零 集 . 


证 明 利用 引 理工 .36 分 解 A, A CU A,. 我 们 只 要 证 明 meas f(A,)=0. 
它 当 r==0 时 显然 成 立 . 下面 考 虑 r 宇 1 时 的 情形 . f 的 零 秩 点 , 即 是 每 个 产 的 临 
界 点 ,那么 从 引 理 I.36, Vx, yE€E A 一 r, 及 x 一 y 上 二 e, 有 


| yg (x)— 9 (y) |< ob(e)e’, 
即 
| f(z)— f(y) |<vVmzb(e)e. (I .29) 
下 面 和 引 理 I. 31 的 证 明 一 样 ,把 单位 方 体 分 成 边 长 为 的 pm 个 小 方 体 


C. ,每 个 小 方 体 的 对 角 线 之 长 为 za 这 样 ，C, 由 A, 中 的 点 距离 小 于 由 
估计 ( 工 . 29) 式 , 它 在 了 的 映照 下 落 在 半径 为 


所 ( 公 )( 肥 ) 


的 球 内 , 即 f(A, 站 C,) 落 在 上 述 球 内 . 设 民 ”中 单位 球体 积 为 ww ,那么 


meas F(A, 站 C,) < Mm)™ bs (各) (种 | 
(公关 


其 中 》 k= mB mi we, » 因此 
meas f(A,) 过 pihkb™ (ep = kb™ (2 ja 


Po 


当 & 之 十 时 ,mn 一 ps 0， meas f(A.,) 0. 
2 
证 迄 
引 理 1.38 设 f:C—> RR 同 引 理 I.37.A 是 使 f 有 秩 r 的 点 集 . 那么 , 当 
2 时 ,meas f(A) = 0, 0 过 r ms. 
2 


证 明 当 r = 0 时 即 为 引 理 I.37 的 情形 . 
设 x。E€ A, go 在 xz。 的 秩 为 ~ 那么 从 命题 工 .7 的 证 明 过 程 中 知道 , 必 存 在 
zo 的 邻 域 口 ,坐标 为 ww ，…, wu" ,和 f(zo) 的 邻 域 V, f(U) CV,V 中 的 坐标 为 
v ,，…, vm ,使 f 有 表达 式 
了 太一 2 SS 一 …，7， 


v= FW, ,U1 ).a 一 7 十 11，…，7122. 


而 对 A 站 U 的 所 有 点 3 一 0，s 一 了 十 1， … ,mi 
对 于 固定 的 ww ，…,w ,考虑 映照 :Rm -> R™", 它 定义 为 


fy (u™!, 0 zz ) 一 Fe (ze ， 2 ， ut!, oe, za ). 
那么 ,y 在 A 门 U 中 的 秩 为 零 .由 引 理 I.37 得 y(A 门 U) 在 
Var 一 (pr)X Rn 


中 的 测度 为 零 . 而 
ANMNUO)= AANMNUO) MN Va 
为 Va,.…, ww 中 的 零 集 . 由 Fubini 定理 得 f(A mn D) 为 R” 中 的 零 集 . 由 引 理 
I .29 即 得 meas f(A) = 0. 
证 迄 
定理 工 . 30 的 证 明 ”如果 f 的 临界 点 集合 是 A ,那么 , A 二 Uo A,, 每 个 
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A, 是 了 的 秩 为 r 的 点 集 . 那么 ,临界 值 的 集合 为 UP f(A,). 对 每 个 ~, 当 之 


mm 时 meas f(A,) = 0. 而 p(r) 一 训 一 > 是 r 的 单调 增加 函数 ,所 以 ， 


m 


maxo<r<m,—10(7) 三 Mm 一 mz 十 1, 即 当 之 mi 一 mz 十 1 时 ,使 


meas f(A,) =0,r=0,1,.…,m:—1. 
证 迄 
附注 ”在 Sard 定理 中 ,光滑 条 件 & 一 1 过 max(mal 一 mz, 0) 是 必 不 可 少 的 . 
否则 有 反例 ,被 H. Whitney 所 得 到 '*31. 


六 、 单 位 分 解 


单位 分 解 是 微分 流 形 理论 中 的 重要 技术 ,我 们 来 证 明 单位 分 解 的 存在 性 .为 
此 先 作 一 点 准备 . 

定义 1.39 设 X 是 拓扑 空间 ,U。 是 X 中 的 集合 族 .如 果 VD EX, 存在 力 
的 领域 N, ,使 {a; U, 门 N 关 名) 是 有 限 的 , 则 称 集合 族 {U。} 称 为 局 部 有 限 的 . 

在 微分 流 形 上 ,如 果 图 集 {U。, h,} 中 {U。} 是 局 部 有 限 的 ,那么 , 它 称 为 局 部 
有 限 图 集 . 

定义 I.40 设 {(Vs} 和 {U。)} 是 X 的 两 个 覆盖 . 如 果 VB, 至 少 存在 一 个 w 使 
Ve CU,, 那么 履 盖 {Vo}) 称 为 {U,) 履 盖 的 细 分 . 一 个 Hausdorff 空间 XX 如 果 对 它 
的 每 个 开 履 盖 都 存在 一 个 局 部 有 限 的 细 分 ,那么 ,X 称 为 仿 紧 空间 . 

引 理 I.41 设 X 是 局 部 紧 , 具 有 可 列 基 的 Hausdorff 空间 ,那么 ,X 必 是 
仿 紧 空间 .特别 地 ,每 一 个 微分 流 形 是 仿 紧 空间 . 

证 明 由 于 XX 是 局 部 紧 致 的 ,因此 存在 X 的 开 覆 盖 4, 使 其 中 每 一 个 开 集 
UC4% 的 闭 包 是 紧 致 的 .又 由 于 天 具 可 列 基 ,不 妨 设 色 是 可 列 覆 盖 . 设 人 = {Ui， 
U;,…,|. 我 们 可 用 归纳 的 方式 定义 紧 致 族 A; 如 下 : 

Ai = 二 可, 则 Ai 是 紧 致 的 . 设 Al, As,…, Aii 已 定义 好 ,它们 都 是 和 XX 中 的 
紧 致 集 ,并 且 ,A; CInthAn,1 志 7 过 i 一 2. 记 s 是 使 A; CU U …UU, 成 
立 的 最 小 正 整 数 . 令 

Rr 
这 样 构造 的 递增 紧 集 序列 A! C Int A CAs CC… 上 且 
U:A; =U,U, = X. 


记 紧 集 B; = A; 一 Int Ai1, 显 然 ,X= 二 U;B;, 而 Int A;n 一 A;; 刁 B; 是 开 集 . 
设 W= 1W,。| 是 X 的 任 一 开 覆 盖 . 我 们 来 构造 W 的 局 部 有 限 细 分 . 
注意 到 对 每 个 i, {Int Ain\Aiz1 是 B; 的 开 覆 盖 . 由 Bi 的 紧 致 性 ,可 从 中 选 
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取 有 限 子 履 盖 , 记 为 多 = 1VY 人 2 ，…，V9 上. 设 
秀一 多 U …， 


则 多 是 X 的 开 和 覆盖 ,由 多 的 作法 可 见 多 是 W 的 细 分 ,多 也 是 局 部 有 限 的 . 事实 
上 , YXx EX, 必 存在 B;, 使 x € BiC IntAin 一 Ais 是 zz 的 邻 域 .显然 当 J 之 
z 十 3 时 ,多 中 的 元 素 与 Int AH 一 A-; 不 相交 ,而 1 ,ite 中 的 {Va | 是 
有 限 的 . 
证 图 
对 微分 流 形 , 它 的 开 履 盖 还 可 取得 更 为 精密 一 些 . 
引 理 I.42 设 M 是 m 维 微分 流 形 ,W== 是 M 的 一 个 开 履 盖 , 那 么 ,存在 
M 的 一 个 光滑 图 册 {(Vi, hi)) 满 足下 列 要 求 : 
(i) {Vi} 是 {W,} 的 局 部 有 限 细 分 ; 
(ii) 对 Vi, 有 hi(Vi) 一 B"(3), 其 中 ,B"(7) = 二 {z€ R”, zl <=3); 
(iii) 记 O; 二 hr’(B”"(1)), 则 {Oi} 仍 是 1M 的 覆盖 . 
证 明 在 引 理工 .41 的 证 明 中 只 要 更 仔细 地 选取 B; 的 覆盖 ,就 可 以 证 明 本 
引 理 .事实 上 ，Vz € B:, 有 坐标 邻 域 Vi,,。 和 坐标 上 映照 hs,。, 使 Vi,。C 
Int Aiz \Ai_i NN W, 日 h,,.(V,,.) = B"(3), 因 此 ,可 取 有 限 个 Vos, 记 为 {V's | , 
覆盖 B;, 并 且 ,O; = (hi )-1(B"(1)) 仍然 覆盖 B, ,以 这 样 方式 得 到 的 光滑 图 册 
[vv 六 外 满足 引 理 的 要 求 . 
证 过 
引 理 I.43 设 a,8 是 满足 0 委 a 委 8 的 实数 , 则 存在 C” 函数 pg:R”" 一 民 ， 


Ls 小 全 村 有 
92(Z) = 


0， zl: 宇 6. 
证 明 设 
1 
ez rr 0, 
AD 一 | 
0 ， ~ < 妇 0. 


它 是 C” 函数 (但 不 解析 , 它 在 点 0 的 任何 阶 导 数 都 为 0, 但 不 恒 等 于 0). 
令 


_ fn) 
S(T Fon FFTa) 


它 也 是 C” ,并 且 
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g(7) = A 
0，7 委 10. 
那么 ,定义 
p(z) 一 gzl)， 
这 就 是 所 要 求 的 函数 . 


证 迄 
定义 1.44 在 拓 扑 空间 了 基 上 给 出 函数 f, 则 ff 的 支 集 , 记 为 supp f, 定 
义 为 
supp f= {x € X; f(x) 0}. 


定义 1.45 微分 流 形 M 上 的 单位 分 解 是 指 满足 下 列 条 件 的 非 负 C" 类 函 
数 的 集合 {fi::M 一 R,iE€ 了}: 


(i) 集合 族 {supp fi} 是 M 的 局 部 有 限 和 覆盖; 
(ii) supp fi 是 紧 集 ; (T .30) 


Ciii) Dfi(p) =1], VpEM. 
iET 


附注 注意 到 条 件 (i) ,在 条 件 (ii) 的 和 式 中 对 任何 固定 的 p, 只 有 有 限 个 非 

定义 1.46 对 MM 的 一 个 开 改 盖 W= (W。), 如 果 {supp fi} 是 W 的 细 分 , 那 
么 , 称 单位 分 解 {supp fi} 是 从 属于 改 盖 W 的 . 

定理 I.47 设 W= {W,}) 是 C 类 流 形 M 上 的 一 个 开 改 盖 , 那 么 ,存在 从 属 
于 W 的 C' 类 单位 分 解 {fi). 

证 明 对 开 履 盖 W 取 引 理 I. 42 中 的 坐标 图 {(V;, h;)). 根据 引 理 I. 43 作 
CC” 函数 f:R” 一 R, 使 f(R") C [0,1], 并 且 


3 
es TX < 
pe | lzl < 
0， 上 zl| 兰 2， 
那么 
ey 人 pPEV, 
| 0， 其 他 


是 C* 类 非 负 函数 . supp gi C Vi CVi 为 紧 集 . 
而 VpE€ 0;, hi(p) € B”(1), f° h;(p) 1 , 即 gi(p) sl 令 
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J (I .31) 
i18: 
首先 , supp gi 性 Vi 为 局 部 有 限 ,因此 ,( 工 . 31) 式 的 分 母 中 对 每 点 p€E M 只 有 有 
限 项 非 零 ,并 且 ,O; 覆盖 M. 这 样 ,分 母 中 至 少 有 一 项 为 1. 这 样 ( 工 . 31) 式 是 有 
意义 的 . 因此 , 访 满 足 ( 工 .30) 式 的 条 件 (ii) ,每 个 f; 显然 是 非 负 的 C* 函数 ,并 
且 , supp fi 二 supp gi 为 紧 集 . 从 而 ,我 们 就 得 到 了 从 属于 W 的 单位 分 解 . 
证 记 
微分 流 形 的 定义 是 从 一 般 拓扑 空间 出 发 的 . 尽管 它 是 欧 氏 空间 的 十 分 一 般 
的 推广 ,但 是 H. Whitney(1936) 证 明了 任 一 m 维 光滑 流 形 都 能 柑 入 到 2m 十 1 
维 欧 氏 空间 中 作为 子 流 形 . 这 个 定理 的 证 明 运 用 映照 的 逼近 定理 ,证 明 较 复杂 ， 
有 兴趣 的 见 [25]. 
但 如 果 流 形 是 紧 致 的 ,不 难 利用 本 节 的 结果 得 到 下 列 定 理 . 
定理 I.48 设 M 是 紧 致 的 m 维 微分 流 形 , 则 对 某 正 整数 ma 存在 说 入 
f:M 一 R", 即 M 是 RR" 的 正则 子 流 形 . 
证 明 对 紧 致 流 形 M, 存 在 有 限 坐 标 图 组 成 的 坐标 图 册 {(V;,，h;)| 
(i 二 1,…, 上), 且 对 每 个 i, h;(Vi) = 二 B"(3), 及 O; == hr'(B”(1)) 仍 然 是 M 的 
覆盖 . 由 定理 工 . 47 的 证 明 可 知 ,对 每 个 ;, 存 在 光 清 函数 g:M 一 民 ,使 g;(M) CC 
[0, 1], O C supp(g;) CVi, 并 且 ,g; 在 O 上 取 值 为 1. 令 f:M 一 R™™* 为 
f= (ghi,*, grhr, g1, **, gi1), 
其 中 , gih;:M 一 RR” 定义 为 
gihi, PpEV, 
0， pEV.. 
首先 ,证 明 f 是 浸入 .事实 上 , Vp € M, 存 在 记 , 使 p E€ O ,那么 ,在 O 上 
gi (Pp) 二 1, 即 gi h; 二 hi. 而 它 在 O; 上 是 微分 同 及 , 而 det hi; 关 0, 因 此 ， 


rank f =m. 
其 次 , Vp, 9 E€ M, 若 f(p) = 二 f(g) ,不妨 设 pE€ Oi .那么 ,gi (Pp) 二 1. 由 
于 f(p) = f(q), 故 订 有 g; (gq) = 二 1, q € Vi ,从 而 有 


hi (p) = gi (Pp)hi (p) = gi (q)hi (gq) = hi (9). 
但 是 ,h; 是 单 映照 , 故 必 有 p= 9. 
因此 ,f 是 单 浸入 ,而 M 是 紧 致 的 ,因此 对 任何 闭 子 集 U C M 为 紧 集 ,f(U) 
是 紧 集 因而 为 闭 集 . 所 以 , 广 ' 是 连续 的 而 使 f:M 一 f(M) 是 同 胚 .所 以 ,太一 定 


gihi(p) = 
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是 戏 入 . 


七 、Frobenius 定理 


在 前 面 已 经 引进 了 切 向 量 的 概念 . YX € TM, 它 可 看 成 知 上 的 满足 条 
件 ( 工 .12) 式 的 线性 泛 函 Lx. 

如 果 对 YE M, 对 应 一 个 切 向 量 X,, 则 称 X 是 M 上 的 切 向 量 场 . 对 
f EC (M), 令 


(Xf)(p) = Lx,f, 


它 是 M 上 的 实 函 数 ， 

定义 I.49 设 和 是 M 上 的 切 向 量 场 .车 Vj EC COMD， 仍 有 
XeE CCM)， 则 称臣 是 M 上 的 光滑 向 量 场 . 

由 此 可 见 光 滑 切 向 量 场 X 是 C“(M) 到 C”(M) 的 一 个 线性 微分 算 子 . 从 前 
面 的 结果 可 见 算 子 X 有 性 质 : Y f, g € C~(M), a, bE 民 , 那么 

(i) X(af 十 bg) = 二 a(Xf) 十 b(Xg) (线性 ); 

(ii) X(f. g)= ff. X(g)+g: X(f) (Leibniz 法 则 ). 

设 X 是 M 上 的 光滑 切 向 量 场 , U CC M 是非 空 开 子 集 ,那么 ,X 在 U 上 的 限 
制 Xlu 是 开 子 流 形 U 上 的 光滑 切 向 量 场 . 为 此 ,只 须 证 明 VYf € 移 , 仍 有 
X |uf € 各. 任 取 pE€EU, 存 在 邻 域 p EV, 使 V 紧 致 ,有 VCU, 那 么 ,不 难 构造 
光滑 函数 gE C” (MM), 使 


l, pE€EV, 


Se 全 RE 


心 


f (Pp) 一 0 p € M\U. 


于 是 , f E C“ (M) Bf lv = 二 flv. 这样 ,Yqg €E V, 有 
(X |uf)(q) = Xf = (Xf )(g). 


X 是 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,所 以 , Xf € C~(M), 因此 ,函数 Xlvf 在 点 p EU 
是 光滑 的 , 即 XX|vf 是 U 上 的 光滑 函数 . 

命题 TI.S0 微分 流 形 M 上 的 切 向 量 场 X 是 光滑 切 向 量 场 的 充 要 条 件 是 : 
Vp EM, 存在 思 的 局 部 坐标 系 (U, ui) ,使 以 ju 可 表示 为 


二 人 pEU, 
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入 | 一 3 2 
其 中 ,8(1 委 ; 委 m) 是 U 上 的 光滑 函数 . 
证 明 充分 性 是 显然 的 . 现 证 明 必要 性 . X 是 M 上 的 光滑 切 向 量 场 , 所 以 ， 
Xlu 是 开 子 流 形 U 上 的 光滑 切 向 量 场 . 切 向 量 场 Xlu 在 自然 基 ax | 下 可 表 
19 
X | 下 é ai 


因为 坐标 函数 wi 是 U 上 的 光滑 函数 ,所 以 
入 |u (ww) Ee 3 
也 是 U 上 的 光滑 函数 . 
证 迄 
设 X 与 了 是 流 形 M 上 的 两 个 光滑 的 切 向 量 场 ,它们 的 Poisson 括号 积 
定义 为 
[X,Y]= XY—YX, (I .32) 
即 [X, Y] 是 作用 在 C~(M) 上 的 算 子 , Vf € C”(M), 有 
[X, Y]f= X(Yf)—Y(Xf). 


不 难 验证 ,[X, Y] 是 C~ (M) 上 的 线性 算 子 , 且 满足 条 件 (I. 12) 式 ，V /， 
gEC”(M), 有 
[X,Y](fe)= f:. [X,Y]jg+g.: [X,Y]f. 
因此 ,[X, Yj 是 M 上 的 光滑 切 向 量 场 . 我 们 还 可 用 局 部 坐标 表示 [X,Y]. 
设 (U, w') 是 流 形 M 上 的 一 个 局 部 坐标 系 , 设 


X lu = &0 


i 
ER Ylu=7 (I .33) 


其 中 ,&, 是 U 上 的 光滑 函数 . 由 于 lss jw |= 0, 因 此 Yf€ 天, 有 


au'” au’ 
[X, Y] luof 二 XX lvY lvf—Y |uxX Iuf 
:19f _ :9f 
= X|uy Ft Y |vé a 
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过 部 (Ee 人 
SS 
因此 


9 


1 2 ( I .34) 


Ex Gi 
流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 的 Poisson 括号 满足 下 列 运算 规律 , 它 的 证 明 可 
从 定义 出 发 直接 验证 . 
命题 I. 51 设 和 YY，Z 是 微分 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ，f， 
g EC”(M), 那么 


(i) [X, Y] =—[Y, Xj; 

(ii) [X+Y, 2Z] = [X, Z] + [Y, 2]; 

(iii) [fX, gY] = f(Xg)Y— g(Yf)X+f. glX,Y)]; 
(iv) [X, [Y, Z1]+[Y, [2Z, X]]+[Z, [X, Y]] = 


”微分 流 形 上 的 光 宰 向 量 场 全 体 ,显然 构成 线性 空间 ,我 们 勾引 入 了 Poisson 
括号 的 运算 . 命题 .51 告诉 我 们 ,微分 流 形 上 的 光滑 向 量 场 全 体 构成 李 代数 . 
设 f:M 一 NN 是 光滑 映照 . 设 X 是 M 上 的 光滑 向 量 场 ,了 是 N 上 的 光滑 向 
量 场 .如果 Vp E€ M, 使 f.(X,) = 二 Ynw，, 那么 , 称 X 和 Y 是 扬 相 关 的 . 
设 g:N 一 R 是 任 一 光滑 六 数 ,那么 


Yo (g) = f. Xs(g) = X,(g ° f), 


( 工 .35) 


即 
YE) (ES (I .36) 


反之 , 若 Vg:N 一 R 是 光滑 函数 ,使 ( 工 .35) 式 成 立 , 则 关 和 Y 必 广 相关 . 

命题 1.52 设 f:M->NN 是 可 微 映照 ,如 果 f 是 满 映 照 , 那 么 ,对 JM 上 的 每 
个 光滑 向 量 场 X，N 上 至 多 存在 一 个 光滑 向 量 场 Y, 使 和 YY 是 f- 相 关 . 如 果 
三 是 浸入 ,那么 ,对 N 上 的 每 个 光滑 向 量 场 了 Y，M 上 至 多 存在 一 个 光滑 向 量 场 
X ,使 入 和 YY 是 三 相 关 的 . 对 后 一 种 情形 ,存在 和 的 充 要 条 件 是 ,对 任何 力 E M， 
Yrp E f. (ToM). 

证 明 若 f:M->NN 是 满 映 照 , 对 M 上 任何 光滑 向 量 场 X, 若 有 Y, 和 Y, 均 
和 X 是 广 相 关 的 .那么 , Ya E€E N, 3pE€E M, 使 f(p) = gq, 并且 
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(Yi ) 一 f、 XX。 = (Y; ),. 


当 f 是 单 映 射 时 ,f, 是 单 映射 时 ,对 任何 N 上 的 光滑 向 量 场 了 ,至 多 存在 
M 上 一 个 光滑 向 量 场 X ,使 之 广 相关 . 

根据 命题 1.7, Vp € M, 存在 p 在 M 中 的 坐标 邻 域 (U, pg) 和 f(p) 在 NN 
中 的 邻 域 (V, y), 使 f(U) CV, 并且 


销 。 f° 9g (wu, 2 u” ) = (w!, ”9 2 ， 0， “*"，, 0). 
因此 ,有 
| 2 
I az Ay’ | Fa 


这 样 如 果 Yxp，€ f(T,M), 则 


;9 
Y=&@ 5 

其 中 , 是 V 中 光滑 函数 . 于是, 令 
X= p's, 


其 中 B'== a'。f 是 U 中 的 光滑 函数 . 这 就 完成 了 命题 的 证 明 . 
证 图 
命题 I . 53 如 果 有 耻 和 YY, 是 -相关 的 ,i = 二 1， 2， 那么 ,[ Xi， X: ] 和 
有 < Ys 是 广 相 关 的 ， 
证 明 设 g:N 一 R 是 光滑 函数 .那么 ,从 (I.35) 式 可 得 
(Yig)°。 f= X(g° f),i= 1,2. 
所 以 有 
(Yi Y; je) 。 上 了 一 ff (Y,g)| C= {Y;: (Yig)| 。 了 了 
三 Xi([Y,g] °。f) — X,([Yig] °。f) 
一 XI(CX2: (8 f))— Xa(Xi(g 9 f)) 
一 [Xi ， XJ](g° f). . 
证 思 
定义 I.54 设 久 是 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 . 若 在 p EE M, X。 二 0, 则 称 
点 旋 是 切 向 量 场 和 的 一 个 奇 点 . 
向 量 场 X 在 奇 点 p 附近 的 性 质 是 十 分 复杂 的 . 奇 点 的 情况 与 流 形 的 殷 扑 性 


160 黎 曼 几何 讲义 


质 密 切 相 关 . 光滑 的 向 量 场 在 非 奇 点 附近 的 性 状 却 很 简单 ,有 下 列 结果 . 
命题 I.55 设 X 是 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 . 若 在 点 pEM 处 ,X。 关 0， 
则 存在 点 pp 的 一 个 局 部 坐标 系 (WW，rww') ,使 


X lv = 5 ( I.37) 


ZU 


证 明 由 命题 .52 可 知 ,存在 点 p 的 局 部 坐标 系 (U, ww ), uw (Pp) 一 0, 使 
X 限制 在 U 上 可 表示 为 


XX |v = 8， 

其 中 ,& 是 U 上 的 光滑 函数 . 因为 XX, 关 0, 所 以 不 妨 设 6(p) 关 0, 由 & 的 连续 

性 ,不妨 设 在 U 中 & 和 0. 考虑 常 微分 方程 
du _ &(u,.…, u”) 


du E(w ,eu ) 


其 中 ,w 是 自 变 量 , 而 w 是 未 知 函 数 . 根据 常 微 分 方程 理论 可 知 ,存在 8$> 0, 使 
{iw … ,uw”), | w' | 二 6} CU, 并且, 对 任意 给 定 的 初始 条 件 (vw ,，…， vw”)， 
| w | 过 6, 方程 组 ( 工 . 37) 有 唯一 解 


好 一 好 (一 < 到 ( 工 .39) 


2 秋 uc 扫 和 闷 ， (I.38) 


满足 条 件 

(0 一 (I .40) 
作 变 量变 换 

ul! = vl, 

= (VV; VV), 
则 它 的 Jacobi 行列 式 为 


a (wl!, ,WU”) 
a(vw, “"", vw) v=0 


所 以 ,存在 点 的 一 个 邻 域 W CU, 以 vi 为 局 部 坐标 系 ,在 此 坐标 系 下 ,有 


;9 9 9 
I a 


9 9u” 9 9 
La/ ccL Ca 0 
一 有 人 1 3 )= 5 
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再 作 变 换 


则 wi' 是 局 部 坐标 系 , 并 且 使 
X |w 一 Bea 
证 迄 

现在 我 们 来 考虑 一 般 的 情形 . 

设 p € M 是 任 一 点 ,如 果 它 对 应 于 T,M 中 的 一 个 h 维 子 空间 L*(p), 即 L* 
是 M 上 维 切 子 空间 场 . 对 每 一 点 p € M, 在 p 的 一 个 邻 域 U 上 存在 h 个 处 处 
线性 无 关 的 光滑 向 量 场 Xi ,…, Xu ,使 Yq €E U, L(gq) 是 由 向 量 X (gq),…， 
X,(9) 张 成 的 , 则 称 L* 是 光滑 的 h 维 切 子 空间 场 ,或 称 L* 是 流 形 M 上 光滑 的 h 
维 分 布 . 记 

工 | = {Xi, , Xl}. 


切 向 量 场 X; ,，…,X 被 L" 确定 到 差 一 个 以 函数 为 系数 的 非 退 化 线性 变换 . 事 
实 上 ,如 果 令 
Y. = aXp， la<h, 
其 中 ,% 是 U 上 的 光滑 函数 ,并且 , det(as) |v 关 0, 则 LL*|v 也 由 Yi ,…, YY 所 
张 成 . 
问题 是 :对 于 流 形 M 上 给 定 的 h 维 分 布 ,是 否 存在 局 部 坐标 系 (W, wi ) ,使 
9 9 


Ll = (jr, Fr (I.41) 
当 ( 工 . 40) 式 成 立时 , 切 向 量 场 X。 可 表示 成 
X, = a oF 
由 于 | 307,357 | 一 0, 因此 
[XU ( 工 .42) 
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9a5 9ai 号 
一) (09) 


显然 ,如 果 切 向 量 场 Y，…, Y 张 成 同一 个 h 维 分 布 L* ,那么 , 当 X。 满足 条 件 
( 工 .41) 时 ,[Y.，Ys] 也 可 表示 为 Yy 的 函数 系数 的 线性 组 合 . 
定义 I.56 设 L* 是 微分 流 形 M 上 的 h 维 光 滑 分 布 . 如 果 在 任意 一 个 坐标 
邻 域 U 上 , 当 LL* 由 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 向 量 场 XI，…，X 张 成 时 ， 
[LX。，Xsj 都 可 表示 成 Xy 的 函数 系数 的 线性 组 合 ,那么 ,分 布 L* 称 为 完全 可 
定理 I .57(Frobenius 定理 ) 设 L* 是 定义 在 M 的 一 个 开 集 UU 上 的 hh 维 光 
滑 分 布 ,那么 ,对 任何 p EU, 存在 pp 的 局 部 坐标 系 (W，w'),W CU, 使 得 


_9 ... .9 
arol” ”arr 


L* Iw = 


的 充 要 条 件 是 L* 是 完全 可 积 的 . 
证 明 ”必要 性 在 前 面 已 证 明 . 为 证 明 充 分 性 ,我 们 对 分 布 的 维 数 h 作 归 
当 瑚 三 1 时 ,根据 命题 工 .55 知 本 定理 成 立 . 现 设 充分 性 对 于 h 一 1 维 分 布 成 
立 . 设 分 布 L* 由 U 上 处 处 线性 无 关 的 切 向 量 场 了 X,，…，X 张 成 ,并 且 
[X., Xs] =0 modX,. 


根据 命题 .55, 在 点 p 存在 坐标 系 (y ,，…，y”), 使 


X, i ( 工 .44) 
设 
X4 一 和 一 (Xi 1 CA, pvCh—1. ( I .45) 
从 ( 工 .43) 式 和 ( 工 .44) 式 显然 有 
X’'y* = 0, Xiy* = 1, ( I.46) 


并 且 | 六 ，X 上 点 点 线性 独立 , 张 成 性 ,因此 ,它们 仍然 适合 完全 可 积 条 件 . 我 
们 有 


[XI ，X'] 一 avX， mod X'. 


将 上 式 两 边 的 算 子 同 作 用 于 函数 y ,得 到 av = 0. 因此 ,4 一 1 维 分 布 L"! = 
1X1, …，X%1| 是 完全 可 积 的 . 根据 归纳 法 假设 ,存在 点 p 的 局 部 坐标 系 


(2 »""", z”) ,使 得 


az 一 
这 样 
9 9 
LE | “, ger? X, 。 
由 完全 可 积 条 件 


9 9 
本 X |= bXrmod =， 


两 边 同 作用 于 函数 *, 则 得 b 二 0, 所 以 有 


.9 
AN 一 和， 
那么 
9 = 09 
EE dz’ 


将 ( 工 .46) 式 和 ( 工 .47) 式 对 照 可 得 


=0,1<A<h-1, hp<m. 


它 说 明 名 是 xz*,…，, xz” 的 冰 数 . 令 


XS, = E09 
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(I .47) 


(I.48) 


( 工 .49) 


164 黎 曼 几何 讲义 


9 9 


1L* = 六 


根据 命题 [. 30 ,存在 (一 ，…, z”) 到 (w' ,…, w”) 的 局 部 坐标 变换 ,使 


上 面 的 变换 不 涉及 xz? ,，…, zx”. 再 令 w 二 必 , 那么 ,(w ,…, w”) 成 为 点 的 
局 部 坐标 系 ,在 此 坐标 系 下 有 


证 迄 
定义 I.$8 设 L* 是 微分 流 形 M 上 的 一 个 hh 维 光 滑 分 布 , f:M 一 M 是 M 
的 浸入 子 流 形 ， Yqg E M ,车 有 
ATM EL, 


那么 , 称 M 是 分 布 L* 的 积分 流 形 . 

显然 ,L* 的 积分 流 形 至 多 是 h 维 的 . 

根据 Frobenius 定理 可 知 ,L* 如 果 是 M 上 的 完全 可 积分 布 ,那么 
Vp € M, 存在 pp 在 M 中 的 坐标 邻 域 (WW, w'), 使 在 W 中 ww = const,…， 
w" 一 const 所 给 出 的 所 有 子 流 形 都 是 M 的 积分 流 形 ,并 且 都 是 h 维 的 . 

Frobenius 定理 是 局 部 的 定理 ,可 以 证 明 下 列 整体 定理 (定理 工 . 59)， 

定理 1.59 设 L 是 微分 流 形 1M 中 的 完全 可 积 的 分 布 ,那么 ,过 VpE€EM,， 
有 一 个 极 大 连通 积分 流 形 KK, ,使 过 p 的 任何 其 他 连通 积分 流 形 都 是 信 。 的 子 
流 形 

定理 工 . 59 的 证 明 见 [25] 或 [24] 的 第 一 卷 . 


人 人 人， 张 量 从 


设 M 是 m 维 微分 流 形 , p € M 是 任意 一 点 , 则 T,M 表示 点 p 的 切 空间 , 它 
是 m 维 的 向 量 空间 , 它 的 对 偶 空 间 是 T; M. 这 样 ,在 点 p 有 (r,s) 型 张 量 空间 
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Ti(p)= TMO… TMOTMO-:… TM. ( 工 .1) 
当 点 p 在 M 上 变化 时 ,得 到 一 系列 的 张 量 空间 . 为 了 将 流 形 上 光滑 向 量 场 的 概 
念 推 广 到 张 量 场 ,我 们 考虑 这 种 张 量 空间 全 体 所 组 成 的 新 的 微分 流 形 . 
设 V 是 RR 上 的 m 维 向 量 空 间 , 用 GL(V) 表 示 V 上 的 线性 自 同 构 群 .在 V 上 
取 一 组 基 |{el ，…，e"} , 则 Y 等 同 于 民 ”, 我 们 把 V 的 元 素 y 记 成 坐标 行 
y= (yy, y). ( [I .2) 


这 样 ,GL(V) 就 是 一 般 线 性 群 GL(m，R ). 群 GL(V) 在 向 量 空间 Y 上 的 作用 记 
成 右 作 用 ,用 和 托 阵 表示 为 


al .ay 
| | ( 工 .3) 


1 m 


a 
其 中 , det a 一 det(ai) 关 0. 
V; 表示 VV 上 的 (r,s) 型 张 量 空间 , 它 的 基 为 
Pe ee A i 


这 样 ,V; 中 的 元 素 可 以 用 分 量 表示 . 如 果 给 基 ( .4) 的 元 素 以 一 定 的 次 序 , 就 可 
把 六 中 的 元 素 记 成 如 ( 卫 .2) 式 的 坐标 行 . 


令 


TCM) = UbemT:(p). (1.5) 


我 们 要 在 T;(M) 中 引进 微分 结构 ,使 之 称 为 微分 流 形 ,并 且 它 局 部 微分 同 胚 于 
乘积 流 形 . 我 们 称 Tr(M) 为 流 形 M 上 的 (r,s) 张 量 从 . 
取 流 形 M 的 一 个 坐标 邻 域 U, 局 部 坐标 是 (wi ，…, w"). 这 样 ,在 任 一 点 


bp EU, TM 和 T;M 分 别 有 彼 此 对 偶 的 自然 基 (7) ，…，(Fi) 和 
[dw ),，…,，(du"),|. 因此 ,T;(M) 有 基 


(a 


这 样 ,我 们 可 以 定义 映照 


7) B® (和 这) de), BO di),, 1 Si jp Sm 
(11.6) 


pu:Ti(U) >UXV, (H.7) 
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使 对 任意 p E U, gu 将 y 映 照 到 (p,y), 使 y 在 基 ( 卫 . 6) 下 的 分 量 与 y 在 基 
( 工 .4) 下 的 分 量 相同 . 显然 ,gu 是 1-1 映照 . 

取 流 形 M 的 可 列 坐 标 覆 盖 iU;, U,…| ,那么 ,由 ( 耳 .7) 式 定义 的 相应 映照 
是 fg1 ,92…| ,而 gi(Ti(U;)) = Ui XV = 0,, 它 是 M 的 开 子 流 形 和 向 量 空间 
V; 的 乘积 ,当然 是 微分 流 形 .U; 的 任 一 开 子 集 V ,在 w 下 的 原 像 取 作 Tr(M) 中 
的 开 集 ,那么 ,所 有 这 些 开 集 的 和 集 构成 T;(M) 中 的 拓扑 结构 . 

事实 上 , 当 U; 门 U; 关 名 时 ,显然 有 

有 (1H.8) 


那么 , p:(Ti(U;) 由 Vi(U,)) 是 0; 中 的 开 集 .这样 ,VY 开 集 VCDU,, gr(V) 的 全 
体 就 构成 T;(M) 中 的 拓扑 基 . 而 每 个 V 可 由 微分 流 形 0; 的 可 列 基 V。 表示 . 这 
样 ,T:(M) 是 具有 可 列 基 |{ gi (V;)| 的 拓扑 空间 . 如 此 构造 的 T;(M) 的 拓扑 结 
构 使 wm 是 连续 映照 ,Ti(U;) 为 Ti(M) 的 开 集 . Y 5 ,9 € T;(M) ,如 果 存 在 p E€ 
Ti(D;), 9€ Ti(D;) 而 人 (U0;) 人 Ti(D,)== 名 , 则 取 人 Ti(U;) 和 TT(U;) 分 别 为 
Pp, 4 的 可 分 离 邻 域 ,否则 存在 x € U; 使, 9€ T(x), 但 gi:(P) 关 9;(9). 取 分 
离 邻 域 Vz 和 Vs ,这样 ,p; (Vs) 和 gi" (Vs) 就 是 2 和 9g 的 可 分 离 邻 域 , 从 而 证 明 
了 Ty(M) 为 具 可 列 基 的 Hausdorff 空间 . 

由 于 ( 卫 . 8) 式 ,T;(U,) 中 的 任 一 开 集 必 为 0; 中 开 集 在 g; 下 的 原 像 ,因此 ， 
pi 为 开 映 照 即 :i 是 同 胚 映照 . 

固定 p € U, 则 可 定义 gv,:V: 一 T:(p), 使 


gop(y) = po (Pp, y). 


由 gv 的 定义 ,po 是 向 量 空间 Vi 和 Ti(p) 的 线性 同 构 . 
若 W 是 M 的 男 一 包含 p 的 坐标 邻 域 ,局 部 坐标 为 w ,…,w". 设 


guw (Pp) = pw,p ° pulp:Vr 一 ( I.9) 
那么 ,guw (p) 是 向 量 空 间 V; 上 的 自 同 构 , gow(p) € GL(V;). 对 y,y EV', 使 
po (p,y) = gw (p,y) ( .10) 

成 立 的 充 要 条 件 为 
y = y* guw(p). (I.11) 


对 M 的 任意 两 个 坐标 邻 域 U, W, 如 果 U 门 W 关 名 , 则 由 ( 工 .9) 式 定义 的 
映照 


gowi:U NN W > GL(V;) 
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是 光滑 的 . 为 方便 起 见 , 就 + = s = 1 的 情况 来 说 明 . 设 y:y € Vi, 则 


y= yie;: Oe'’, y = yie: Oe. 


于 是 
go (p, 人 一 中 (法 由 CO (dw ),， 
(I. 12) 
(p97) = (Fo), ® (dw),. 
在 U 门 W 上 ,自然 基 之 间 有 关系 
_ on 
3 arw 9 (LH.13) 


y= oe (os ( 工 .14) 
设 Juw = (2 加 ) 的 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 ,那么 


guw = Juw 四 Jow, ( 工 .15) 


因为 Juw 是 U 有 到 上 光滑 函数 组 成 的 非 奇异 矩阵 . 显然 对 一 般 (r，s) 型 张 
量 从 ,有 


guw = Jow OO Tw DT OW To. ( 工 .16) 
对 覆盖 流 形 M 的 任意 两 个 坐标 邻 域 U; 和 Di ,如 果 U; 门 U; 关 名 ,那么 ,可 
定义 映照 
Pj; “ Pi = (id,， guu ):((U; 门 U;,) |;, V') — ((U, fN U;) | 起 V'). 
(J.17) 


它 显然 是 wm( 妆 (Un 站 TT(U;)) 到 UU; x TT 中 的 微分 同 胚 .这样 , 在 T;(M) 上 存 
在 唯一 的 微分 结构 ,使 p; 是 微分 同 胚 . 这 就 说 明了 T;(M) 是 局 部 等 价 于 乘积 流 
形 的 微分 流 形 . 有 自然 投影 

xn:T'(M)—M. ( 开 .18) 
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它 将 T(p) 中 的 元 素 映照 到 p € M, 它 是 光滑 的 满 映 照 . x 称 为 从 投影 ,T;(p) 称 
为 在 点 p 的 纤维 . 
当 7r = 1, s 二 0 时 ,我 们 得 到 流 形 M 上 的 切 从 , 记 成 TM. 当 r==0,s=1 

时 ,得 到 流 形 M 上 的 余 切 从 , 记 为 T* M. 按 张 量 从 的 作法 ,可 以 类 似 地 构造 M 
上 的 外 向 量 从 和 外 形式 从 ,分别 记 作 

A"(M) = Uyem A'T,M, 

AGOM  ) 一 Uoew 人 了 AM 
记 f:M 一 T'(M) 是 光 清 了 映照, 如果 满 足 

ro。 一 这 :M 一 AM， 


即 VpEM,f(p) € Ti(M), 那么 , 称 f 是 张 量 从 T;(M) 的 一 个 光滑 截面 ,或 
称 为 M 上 的 (r,s) 型 张 量 场 . 特别 地 , 切 丛 的 截面 就 是 M 上 的 光 诊 切 向 量 场 , 余 
切 丛 的 截面 就 是 M 上 的 一 次 微分 形式 . 外 形式 从 A"(M" ) 的 光滑 截面 称 为 M 
上 的 光滑 的 > 次 外 微分 形式 . 


二 、 外 微分 


设 MM 是 m 维 微分 流 形 ,用 A"(M) 记 7 次 外 形式 从 A"(M) 的 光滑 截面 所 成 
的 空间 , 即 


( 工 .19) 


A"(M) = TIT(A"(M)). 
它 的 元 素 , 称 为 M 上 的 > 次 外 微分 形式 . 
类 似 于 构造 张 量 从 ,我 们 可 以 构造 外 形式 从 
AUCM ” ) = Uyem 人 (Ty M). 


它 的 光滑 截面 全 体 记 为 A(M) ,其 元 素 称 为 外 微分 形式 . 显然 有 
A(M) = DA'(M), (1.20) 


即 每 一 个 外 微分 形式 w 可 以 写成 

wo 二 ww 十 wi 十 … 十 w”， 
其 中 ,w' 是 i 次 外 微分 形式 . 外 形式 的 加 法 、 数 乘 及 外 积 运算 可 以 推广 到 外 微分 
形式 空间 A(M). 设 w,w E€ A(M), 那 么 ,Vp € M, 有 


ye (I.21) 
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外 积 和 给 出 了 映照 
人 :4(M) XA:(M) — A™(M). ( [1.22) 
当 - 十 5 之 妈 时 , 令 4A”(M) = 0. 
在 局 部 坐标 ww,，…, wu” 下 ,rr 次 外 微分 形式 w 在 坐标 邻 域 U 上 可 表示 为 
w = a du 人 … A du', ( [I .23) 
其 中 ,ai… 是 U 上 的 光滑 函数 , 且 关 于 下 标 是 反 称 的 . 


r 次 外 向 量 从 A"(M) 和 7 次 外 形式 从 人"(M" ) 是 对 偶 的 ,它们 在 同一 点 纤 
维 之 间 的 配合 是 从 和"(V) 和 A"(V" ) 的 配合 诱导 来 的 (这 里 ,V 和 V" 是 对 侦 向 


量 空间 ). 我 人 有 对 侦 基 { 缉 5 人 … 35] 和 |dwr 人 … 人 dw| , 即 
9 9 7 i = Oi 
3 A A 3, du A A du 》 Bl ( I. 24) 


所 以 ,从 (I.23) 式 和 ( 开 .24) 式 可 得 
a 一方 (F A 0). ( .25) 


我 们 可 在 A(M) 上 引进 重要 的 微分 算 子 d, 它 称 为 外 微分 算 子 . 

定理 .1 设 M 是 m 维 光滑 流 形 , 则 存在 唯一 的 一 个 映照 d:A(M) 一 
AC(M), 使 d(A'(M)) C An (COM) ,并 且 满 足下 列 条 件 : 

(i) 对 任意 oly os E AGOM), 有 dol 十 wi) = dwi 十 dos ; 

(ii) 设 是 六 次 外 微分 形式 , 则 

d(w A wi) = do A os 十 (一 1)rwol A dos ; 

(iii) 如 果 f 是 M 上 的 光滑 函数 ,那么 ,df 恰 是 了 的 微分 ; 

(iv) 如 果 ff EA"(M), 那 么 ,d(df) = 0. 

证 明 (1) 首先 证 明 外 微分 算 子 的 局 部 性 . 设 w € A(M), 对 任何 开 集 
U CM, 如 果 w|u = 二 0, 那么 ,dw lv = 0. 事实 上 ,对 任何 p € M, 存 在 p 的 开 邻 
域 W, 使 bE WCWCU, 且 存在 M 上 的 光滑 函数 ,使 


1,p EW, 


h(p ) = 0,p EU 


这 样 , hw € A(M), 并 且 hw 三 0. 而 
dh A whdw = 0. 
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将 它 限制 在 W 内 ,得 
dw |w st 0， 


因此 , dw |。 = 二 0, 而 pp 在 U 中 是 任意 的 .这 就 证 明了 断言 . 
据 此 ,根据 性 质 (i) 可 得 Vw, ws E A(M), 如果 


CU1 | 一 Wz lu， 
则 
(dw) ju = (dw;) |o. 

(2) 外 微分 算 子 在 局 部 坐标 邻 域 内 的 唯一 性 . 设 U 是 M 的 任 一 坐标 邻 域 ， 

坐标 为 (wi ,，…, wu"). 对 任 一 w 可 表示 为 
ad 人 … A du 
的 常 系数 的 线性 组 合 . 那么 ,由 条 件 (ii) ,( 这 ) ,(iv) 得 
do 一 daAdc A: Adur， ( 工 .26) 

其 中 ,da 为 函数 a 的 微分 . 因此 , 算 子 d 在 U 中 有 唯一 确定 的 形式 . 

(3) 设 1U: 是 一 个 坐标 邻 域 的 开 履 盖 . 如 果 在 任 一 坐标 邻 域 中 存在 唯一 的 


外 微分 算 子 ,那么 从 (1) 可 得 在 M 上 存在 唯一 的 外 微分 算 子 .事实 上 , VU;, UU,， 
U; 站 U, 关 名 ,那么 ,Vw E€ A(M), 有 


(le en -= 
(4) 设 口 是 M 的 任 一 坐标 令 域 ,那么 
w ly = a du A A dw. (I.27) 
定义 
dw lv = da Ad A… Ad ( [1 .28) 
它 显然 是 U 上 的 7 十 1 次 外 微分 形式 ,并 且 满足 条 件 (i) 和 (让 ). 条件 (iv) 是 二 阶 


偏 导 数 可 交换 次 序 性 质 的 推论 . 最 后 来 验证 条 件 (ii). 因为 ( 卫 . 28) 式 的 定义 及 
外 积 均 是 线性 的 ,只 要 对 两 个 单项 式 验证 即 可 . 设 


wi 一 fdur A: A dr ， 
ws 一 gd A A da， 


d(w MAM ws) = d(fg)dus 人 A… A dur A dw A 人 dz 
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一 df A du' 人 … 人 du'r 人 gdu’l 人 入-… 人 人 duis 
十 fdg Adia 人 A… 人 Adi Adul 和 人 A… A dw 
一 dfAdia A，…Adir A gduw 人 … A dw: 
十 (一 AdaA…Adz AdgA dw A…Adr: 
= dw A os (~—1)w A dw:. 
证 记 
定理 .2(Poincar€é 引 理 ) 设 wE A(CM), 则 
d(dw) = 0. ( 工 . 29) 


证 明 因 d 是 线性 算 子 ,只 要 取 单 项 式 即 可 . 又 由 于 d 的 局 部 性 ,因此 只 要 
在 每 个 坐标 邻 域 中 验证 即 可 . 设 


w= fdu A … A dwu”, ( 工 .30) 
则 
do 一 dfFAdia A A du’r. 
从 外 微分 算 子 满足 的 条 件 (ii) 和 (iv) 即 得 
d(dw) = d(df) Adia A… A dur—df A d(dul 和 人 … A dur)=0. 
证 记 
设 f:M 一 NN 是 光滑 映照 ,那么 ,f 在 每 点 p € M 诱导 出 切 映照 f. :TM 一 
Tyxp 和 N. 它 还 诱导 出 外 微分 形式 空间 之 间 的 线性 映照 f* ;A(N) 一 A(M) 如 下 : 
如 果 , 7E A"(N), 则 令 
f*y7=7°f€A'(M); ( 工 .31) 
如 果 , 7E 4 (ON)(r 辫 1)， 那 么 ,对 M 上 的 任意 ~ 个 光滑 切 向 量 场 X; ，…，X-, 有 
Oe A 
( I. 32) 


其 中 ,(,) 是 由 (了 .24) 式 定义 的 配合 . 
我 们 知道 f°* 与 外 积 是 可 以 交换 的 . 事实 上 , 它 与 外 微分 算 子 也 可 以 交换 . 
命题 .3 设 f:M 一 NN 是 微分 流 形 之 间 的 光滑 映照 , 则 有 


f"。d=d°. f°":A(N)— A(M). (I. 33) 
证 明 由 于 f* 和 d 都 是 线性 的 ,因此 我 们 只 要 对 单项 式 证 明 , 并 且 只 要 在 
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每 点 附近 证 明 即 可 . 首先 ,假定 7E 4A"(N) ,并 取 M 上 的 光 请 向 量 场 X. 从 
( 工 . 32) 式 得 
\X， 广 d7) = (f,.X, dy = f. Xn = X(y° f) = (X, d(f° 7)). 
这 说 明 ( 了 [. 33) 式 对 函数 是 成 立 的 . 设 它 对 + 一 一 1 也 成 立 . 令 
7= adu MA: A du”, 
那么 
de f° n= df° (adur A A du') 
一 dp (ad A:… A dur!) A 大 dz) 
=dof’*(adui A 人 Ad)A 广 dr 士 六 (ad 人 人 … 和 Ad ) 
A d(f* du”) 
= f* od(adur A A durt) A fF’* durtf* (adur 人 … 人 de) 
A dd(u” 。f) 
= f"*(d(adur 人 … A dur’) A du”) 
一 三 o d(adazia 人 。。 人 dz ) = 三 0 dy. 
这 就 证 明了 命题 ， 
证 迄 
在 前 一 节 ,我 们 证 明了 一 个 可 微 ~ 维 分 布 的 Frobenius 定理 , 它 是 用 向 量 场 
语言 描述 的 ,也 有 它 的 对 偶 形式 。 首 先 我 们 有 下 述 命题 。 
命题 .4 设 记 是 微分 流 形 M 上 的 一 次 微分 形式 ,X 和 了 是 M 上 的 光滑 
向 量 场 ,那么 


证 明 ( 卫 . 34) 式 两 边 是 线性 的 ,所 以 ,不 妨 假定 w 是 单项 式 , 且 可 在 每 点 
附近 的 局 部 坐标 领域 内 证 明 。 不 妨 设 
w= gdf, 
其 中 ，F，g 都 是 光滑 函数 。 这 样 
dw= dgA 人 df. 


(X, dg) (X, df) 


Oa XN og ed 
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一 Ag . Yf— Xf. Ye. 
万 一 方面 ,有 
(X, w) = (X, gdf) 一 EX， 
YX, w) = Yg . Xf + gY(Xf), 
XlY, w) = Xg + Yf +eX(Yf). 
这 样 ,( 卫 .34) 式 右 端 为 
A A et .i 
= Xg .Yf—Yg. Xf+glX, Y]f— [X,Y], w) 
= Xg .Yr 一 Yg . Xf. 
这 就 证 明了 ( 卫 . 34) 式 . 
证 迄 
现在 考虑 流 形 M 上 的 h 维 光滑 分 布 L* 二 {X;,…, X|, 它 在 任 一 点 p 附 
近 由 个 光滑 的 线性 无 关 向 量 场 张 成 . 因此 ,可 找到 mm 一 个 光滑 切 向 量 场 
Xn 9 """y Xm ,使 {Xi »""", X,， Xitri, ”9 XX, | 在 点 p 的 邻 域 内 处 处 线性 无 关 . 
设 io ，…， ww，owr，…，owo 是 其 对 偶 一 次 形式 . 因此 ,在 局 部 ,分 布 L* 等 价 
于 Pfaff 方程 组 
ws 二 0,h 二 lam. (I.35) 
从 ( 开 . 34) 式 得 
(XX 人 从 ji， dw,) 3 Xi(X,, ws) 一 Xi(X，i， ws) — 《[X;, X;]， wa 》 
=—〈([ XX;， X; ]， ws) ， 
其 中 ， 1 之 1h. 如 果 分 布 L* 是 完全 可 积 的 , 即 


[Xi X;] ELL, 
它 等 价 于 
《Xi A X;, dw.) = 0. (LI. 36) 
我 们 来 证 明 它 等 价 于 
dw, 三 0 mod(wan; **, wn). (I.37) 
实际 上 ,有 


dw, = > ai 人 wj 十 > Q sapW a 人 We, 
i, J 


1<a<m 


1 <i<h,ht+l<a, BSm,1<a<m, 
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其 中 ,as 关 于 i,j 反 称 .代入 ( 卫 .36) 式 得 as = 0. 因此 
dw, = > ,auopmwa 人 wp. ( 工 . 38 ) 


(I.37) 式 和 ([. 38) 式 是 一 样 的 . 我 们 把 满足 条 件 ( 工 . 37) 的 Pfaff 方程 组 
(I. 35) 称 为 完全 可 积 的 . 因此 ,根据 Frobenius 定理 ,存在 局 部 坐标 系 w ,使 二 


由 | 3 | 所 张 成 ,即使 Pfaft 方程 组 ( 工 . 35) 等 价 于 


du” 一 0 


我 们 可 将 Frobenius 定理 改 成 下 列 形 式 . 
定理 .5 Pfaff 方程 组 


w= 二 0, hh 二 la<m (1.39) 
为 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 存在 局 部 坐标 系 (ui， wu") ,使 u” = const 满足 方程 组 . 
三 、 外 微分 式 的 积分 


为 定义 流 形 上 的 积分 , 先 定 义 一 些 预备 概念 . 

定义 .6 设 M 是 m 维 微分 流 形 , 称 为 可 定向 的 ,如 果 在 M 上 存在 一 个 连 
续 的 处 处 不 为 零 的 m 次 外 微分 形式 . 如 果 在 M 上 给 定 了 这 样 一 个 外 微分 形式 
w， 那 么 , 称 M 是 定向 取 定 的 . 

因为 人 "(Tz M) 是 一 维 空间 ,任何 两 个 m 次 形式 仅 差 一 个 可 微 了 水 数 . 这 样 ， 
在 一 个 连通 可 定向 流 形 上 恰 存在 两 个 定向 . 一 般 ,我 们 总 讨论 连通 流 形 . 

命题 下 .7 微分 流 形 M 是 可 定向 的 充 要 条 件 是 在 M 上 存在 一 个 坐标 图 
集 , 使 在 任何 两 个 相交 坐标 邻 域 中 ,坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 都 大 于 零 . 这 样 的 
坐标 图 集 称 为 关于 定向 的 顺 向 坐标 图 集 . 

证 明 如 果 M 可 定向 ,w 是 定义 M 定向 的 一 个 m 次 外 微分 形式 . 如 果 ,Q 
是 另 一 个 不 为 零 的 m 形式 ,有 2 = fw ,按照 f 二 0 或 二 0 说 0 二 0 或 0 二 0. 

如 果 (w ,…, w”) 是 坐标 邻 域 U 中 的 坐标 , 则 dwr 入 … A du” 关 0. 我 们 有 
du A…Ad 灵 >0 或 da 入 … A 人 du” 二 0. 如 果 发 生 后 一 种 情形 ,以 (一 刀 ，… 
好) 作为 U 中 的 坐标 而 化 为 前 一 种 情形 . 因此 , 当 用 坐标 邻 域 系 {U,V, W,…| 
覆盖 M 时 ,总 可 在 每 个 坐标 邻 域 中 取 坐 标 ,使 du A … A dim 盖 0 及 dm 入 … 
A drw" > 0. 如 果 U 站 W 关 名, 则 有 


avw 
az 


dz 人 .… A du” = fdw: 和 人 … A dw” = fdet( a 人 … A du”. 
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据 此 8> 0 且 fdet(3 罗 )=1. 所 以 ,det(29)>0. 

有 反之, 如果 M 上 有 可 列 个 坐标 邻 域 U; ,使 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 大 于 
零 . 记 LU， 中 坐标 为 (zw ，""", uw? ), 令 由 一 dd 人 … 人 du? 关 0. 又 设 pi 为 附属 于 
U; 的 单位 分 解 . 令 


Ww 二 > pri， 
那么 ,对 任何 p € M, 从 >，wo(z) = 1 和 supp 9g; 的 局 部 有 限 性 ,一 定 有 有 限 个 
pi ，…，9i 在 点 2p 为 正 , 则 


9us, Qu 
g )w 十 +det( 到 je (p) 


9ui 
1 


| 
= f(p)w (p) 0. 


因此 ,可 用 w 来 定义 M 的 定向 . 
证 迄 
设 MM 是 m 维 定向 微分 流 形 ,yp 是 M 上 的 m 次 外 微分 形式 ,并 且 ,supp p 是 
紧 的 . 任 取 M 的 一 个 顺 向 坐标 覆盖 5 = {U;}. 设 |g。| 是 附属 于 3 的 单位 分 解 ， 
那么 ， 


p 一 (>)g.) .pp 一 >)(gop). ( I. 40) 
支 集 supp gp C supp g。 包含 于 某 个 坐标 邻 域 U; € 3 内 ,我 们 可 以 定义 
| ze = J, 8p， (I.41) 


其 中 , 右 端 理解 为 普通 的 Riemann 积分 , 即 : 如 果 gp 关于 U; 中 的 坐标 系 
2& , i ™ 表示 为 
fl(w, “""，, u” ) dz 人 Ee 人 du”， 
那么 ,( 工 .41) 式 的 积分 就 是 
上 大 ( tm )dz du”. ( 工 .42) 


首先 要 说 明 ([. 41) 中 的 右 端 具有 意义 , 即 证 明 它 与 U, 的 选择 无 关 . 不 妨 设 
supp(gp) C Un Uj. 设 它 们 的 坐标 系 分 别 是 (ww ，…,，w”) 和 (vw …: 
v”) ,那么 | 
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J = det( 藻 )> 0. (IT.43) 
如 果 gp 在 U; 和 U,; 中 的 表达 式 分 别 是 
gp = fdu A…A 人 do 三 广 do A Ado， 
那么 
f=fJ=fF1]J|, 
并 且 , supp f = supp 了 = supp(gsp) CU; 仆 U,;. 根据 Riemann 积分 的 变量 代 
换 公 式 , 有 
| f’advi dr | f° | | da ed ll Pa 
UNU, U;NU, nu 


即 


jse=| 89 = |, se=| se (LH.44) 
由 于 9p 的 支 集 supp p 是 紧 致 的 ,supp p 只 与 有 限 多 个 支 集 supp g。 相交 , 因 

此 ,( 卫 .40) 式 的 右 端 只 是 有 限 多 项 的 和 . 令 
| 一 5 89. ( I.45) 


对 于 每 个 附属 于 2 的 单位 分 解 {g.1},( 卫 .45) 式 右 端 是 完全 确定 的 . 还 要 说 明 
(I.45) 式 与 单位 分 解 1g.} 的 选取 无 关 . 
设 {g。} 是 附属 于 5 的 另 一 单位 分 解 ,那么 


> |, 之 5 | ,eeyr 
汪 ps 2 gog.0 ( I. 46) 


> | se 
因此 ,可 以 有 下 列 定义 . 
定义 .8 设 M 是 m 维 的 定向 的 微分 流 形 ,p 是 M 上 具有 紧 致 支 集 的 训 
次 外 微分 形式 . 由 (下 .45) 式 所 定义 的 数值 | 9 称 为 外 微分 式 g 在 M 上 的 积分 


如 果 PP, P11, Pp2 都 是 M 上 有 紧 致 支 集 的 m 次 外 微分 形式 ,那么 ， 21 十 02 有 
紧 致 支 集 ;对 任何 实数 c, cp 也 具有 紧 致 支 集 ,按照 积分 的 定义 ,显然 可 得 
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| ee 十 pz ) 一 | 二 | 
| cp) = 9， 


因此 ,积分 | ,是 M 上 有 紧 致 支 集 的 mm 次 外 微分 形式 集合 上 的 线性 泛 函 ， 
如 果 supp 9 恰好 落 在 一 个 坐标 邻 域 U 内 ,并 且 ,U 的 顺 向 坐标 系 为 
(0) ,那么 ,gp 一 f(a，…, tr)dw 人 … 人 dw", 而 |， 正好 是 普通 的 


Riemann 积 分 . 这 里 的 定义 是 Riemann 积分 的 推广 ， 
如 果 gp 是 r 二 m 次 外 微分 形式 ,supp p 紧 致 ,那么 可 以 定义 p 在 M 的 某 
维 子 流 形 上 的 积分 . 设 1:N 一 RM 是 M 的 ~ 维 肯 入 子 流 形 , 那 么 ,jp 是 > 维 光 


滑 流 形 N 上 的 次 外 微分 形式 ,并 且 supp h* 9 为 紧 致 ,可 定义 积分 | h* p. 我 
们 有 定义 


(I.47) 


def 
| = 全 


、Stokes 公式 


在 微 积 分 中 ,很 多 公式 反映 区 域 上 的 积分 和 它 的 边界 积分 之 间 的 深刻 关系 . 
在 微分 流 形 上 的 积分 的 框架 下 ,它们 可 统一 为 Stokes 公式 . 

定义 下 .9 设 M 是 m 维 光滑 流 形 .所谓 带 边 的 区 域 D 是 指 流 形 M 的 一 个 
子 集 , 其 中 的 点 分 为 两 类 : 

(i) 内 点 , 即 在 M 中 有 该 点 的 一 个 邻 域 包含 在 DD 内 ; 

(ii) 边界 点 , 它 的 定义 是 : 设 pE M, 则 p 邻近 有 一 个 坐标 系 (U;,，w'), 使 
wui(p) 二 0, 并且 

UND= {gE€U;wu(g)>0}. 


具有 上 述 性 质 的 坐标 系 (U;, ui) 称 为 边界 点 p 的 适用 坐标 系 . 

带 边区 域 边界 点 的 集合 称 为 DD 的 边界 , 记 为 B. 

命题 .10 带 边 区 域 也 的 边界 召 是 正则 的 闭 子 流 形 . 如 果 M 是 可 以 定向 
的 ,那么 ,B 也 是 可 定向 的 . 

证 明 区 域 D 的 边界 B 显然 是 M 的 闭 子 集 . 设 (U;, w ) 是 p€ 8B 的 适用 坐 
标 系 ,那么 


UNB= {gE€U;wu(g) = 0}. 
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因此 ,B 是 闭 子 流 形 . 根据 命题 1.17,B 是 M 的 正则 子 流 形 . 

设 M 是 定向 流 形 ,对 任何 p € B, 取 关 于 M 定向 的 顺 向 坐标 邻 域 (U，, wi)， 
它 也 是 p 的 适用 坐标 系 ,那么 , (ww , …, wu”™') 是 B 在 点 p 的 局 部 坐标 系 ,以 定 
义工 .9 中 的 第 (让 )) 类 点 的 适用 坐标 邻 域 U; 覆盖 B ,那么 , UP B 构成 B 的 一 个 
覆 善 . 在 每 个 U; 上 , (ww ,，…, uw?” ) 为 B 的 局 部 坐标 ,并 使 U; 是 与 M 定向 相 容 
的 坐标 邻 域 . 这 样 ,我 们 对 U; 站 U, 关 多, 有 


ey 
3u, ar) > ©: 9 
而 在 BN Un 上 xi = wr 二 0. 因此 
es A ( [1.50) 
9us | 8Bnuinu， 
而 当 好 盖 0 时 zz 之 0, 所 以 
OU .Ur 
| = lim 竺 央 0. (1.51) 
9u; w=0 wr 0 2 


从 ( 开 . 49) 式 、( 卫 .50) 式 和 (了 .51) 式 得 
9(ui, *, ur !) 
Be rt 0 ( 工 .52) 
因此 ,B 是 可 定向 的 . 
证 迄 
边界 B 有 一 个 从 M 上 的 定向 而 来 的 诱导 定向 , 设 (U, w ) 是 B 中 任 一 点 p 
的 上 述 讨论 的 局 部 坐标 ,那么 , (一 1)"dx 人 … 人 dx 一 决定 U 门 B 中 的 定向 称 
为 M 在 B 上 的 诱导 定向 . 当 DD 与 M 定向 一 致 时 ,具有 诱导 定向 的 边界 记 作 2D. 
定理 .11(Stoke 公式 ) 设 M 是 m 维 微分 流 形 , DCM 是 带 边 区 域 ,ow 是 
M 上 有 紧 致 支 集 的 m 一 1 次 外 微分 形式 ,那么 


| au 一 | ， (IH.53) 


证 明 设 {U;| 是 M 的 顺 向 坐标 覆盖 ,|g。| 是 附属 于 |U;| 的 单位 分 解 ,那么 


w 一 > gw. ( 工 .54) 


由 于 支 集 supp p 是 紧 致 的 ,上 式 右 端 是 只 是 有 限 项 的 和 ,因此 
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于 是 ,只 要 对 每 个 < 证明 
| age) = | ea 
就 够 了 .不 妨 假设 supp w 包含 在 M 的 一 个 顺 向 坐标 邻 域 (U, w ) 内 . 设 w 的 表达 式 为 
w 一 > 入 … 和 iA 人 dr， ( I .55) 
其 中 ,a; 是 U 上 的 光滑 函数 ,那么 
dw = > SS dw A … A dan， ( [1.56) 


(i) 如 果 U 站 9D = 名 ,那么 ,([L 53) 式 右 端 因 39D CM\U C M\suppw 而 为 零 . 
al)UCRAMNAD, 和 那么 ,(I.53) 式 左 端 也 为 零 . 
b)UC int D, 那么 ,从 (I.56) 式 得 到 

| au 一 | Oy yl A ( 工 .57) 


全 Ju 9w 


考虑 R” 中 的 一 个 方 体 C: |w | 委 开 ,1 委 i 委 和 ,使 UC CsuppwCU) ,将 ai 
延 拓 到 C, 并 在 U 外 取 为 0. 显然 ,a, 在 C 内 是 连续 可 微 的 . 这 样 
| Se dz dx” 一 人 SS du du" 


U OU’ 


K 
一 | | (| ai go jau da duitl du” 
lw I<K, i#j 


—K QU’ 
二 1 一 1 十 1 
| (aj(u 9 va , K, Ww »"""y u” ) 
lw |<K, i¥j 
—a;(u! ，… wl! Re 天 ， w+! 0 tm ) )dzd da da du” 


(ii) 如 果 U mn 9D 关 名 ,当然 设 U 是 关于 M 的 顺 向 坐标 区 域 ,并 且 也 是 边 
界 点 的 适用 坐标 区 域 , 即 有 
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UND= {gE€U,w (gq) 之 0},， 
UNaD= {gE€U, ww (gq) = 0|. 
在 RR” 中 取 方 体 C: | w | 二 K,1 过 a 三 m 一 1, 0 过 w” 二 K. 当 KK 充分 大 时 ， 
UMNDCIntCU fu = 01. 
同样 将 a, 延 拓 到 C 上 ,使 aj 在 U 外 为 0.a; 显然 为 连续 可 微 函数 . 
于 是 ,( 卫 .53) 式 右 端 为 


aD UnaD 
一 > (一 1 一 | aj;du! 人 Ee 人 dz 一 1 人 du’t! A pe 人 du”™ 
j=1 UnaD 


至 (一 Dando A .人 da. 


3D 为 D 的 诱导 定向 


as (zt pa 0)d dd、 (1.58) 


人 1 委 o 委 m 一 1 


另 一 方面 ,( 工 .53) 式 左 端 为 
上 = 了 | 人 du”. ( I.59) 


UnD 
但 对 于 1 三 j 达 m 一 1, 有 


| anda A:£: A du” 


DRnU ou’ 


ga) j 一 1 ] j++1l 本 
一 du’ } dul:*- du’ dz dx 
11<K, oj mi OS CK \J—K 9wW’ 


1 一 1 十 1 
| (a;(u i , K, Ww ，"" ,WU”) 
Iw I<K, a¥j, m; OC CK 
—aj(w, ,Ww ,OK, wit, ee, WU)) du dw dw du” 


一 0. 
所 以 ， (I. 59) 式 只 含 一 项 
| og dz 人 … 人 du” 
DnU 9u” 

S| (pal pn Rw Od da 

lw I<K 
=—| ,ars Wr!, 0) du edu™, 
Iwl<K 


这 就 证 明了 (了 .53) 式 . 
证 迄 
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设 w 是 任 一 微分 形式 ,d 是 外 微分 算 子 . 如 果 dw = 0, 称 w 为 闭 形式 . 如 果 
存在 7, 使 w == d7, 那么 ,o 称 为 正 合 形式 . 设 
Z(M, R)= {lw€ A(M), dw = 0}, 
BCM, R)= lw € A'(M), 若 存在 %E€ 4 一 (M) ,使 dy = wi. 
考虑 序列 


A MAM) AT M) SA (M) AMM) 一 …， 


那么 , 闭 的 外 微分 形式 全 体 Z"(M，R ) 是 d:A"(M) 一 A™(M) 的 核 , 正 合 的 > 
次 外 微分 形式 全 体 B"(M, R ) 是 d:A™'(M) 一 人"(M) 的 像 ,由 了 Poincare 引 理 知 
道 , B'(M, R)CZ(M, R). 
定义 .12 商 空间 
H(M, R) = ZM, R)/B’'(M, R) 


称 为 流 形 M 的 第 r 个 de Rham 上 同调 群 . 
de Rham 上 同调 群 是 由 流 形 M 上 的 微分 结构 决定 的 .但 是 ,下 列 著 名 的 定 
理 说 明 它 事实 上 是 由 拓扑 结构 所 决定 的 . 
定理 了 .13(de Rham 定理 ) 设 M 是 紧 致 的 微分 流 形 .第 r 个 de Rham 上 
同调 群 和 MM 的 第 r 个 上 同调 群 同 构 . 若 记 
dim H’(M, R) = b,,， 
那么 ,b, 就 是 流 形 M 的 第 r 个 Betti 数 . 
证 明 从 上 略 . 
最 后 ,我们 从 同调 论 的 角度 来 看 命题 H 3. 设 f:M 一 NN 是 可 微 映 照 , 它 诱导 的 同 
态 六 :A'(N) 一 A'(M) 和 外 微分 算 子 d 是 可 交换 的 .如果 w € Z(N,R), 那么 
d(f*w)= f°’ (dw)=0. 
所 以 , fw E€ Z(M, R). 因此 ,了 是 Z(N, R ) 到 Z(M,R ) 的 同 态 ,同样 ,f* 也 
给 出 了 B'(N, R ) 到 B"(M, R ) 的 同 态 . 这 样 ,f* 也 诱导 了 de Rham 群 之 间 的 同 态 
f°:H'(N, R)—> H'(M, R). 


作为 命题 .3 的 推论 ,我 们 得 到 可 微 映照 f:M 一 NN 诱导 出 de Rham 上 同调 群 
H"(N, R ) 到 H"(M, R ) 的 同 态 f*. 
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单 参数 测 地 线 族 

单 射 半径 
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法 空间 (normal space) 
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指标 数 
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第 二 基本 型 式 (second fundamental form) 


联络 (connection ) 
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